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En esta primera conferencia no he de entrar en maleria, 
es decir, no he de empezar el estudlo de la teoría de la elas- 
ticidad. Me limitaré tan sólo á exponer el plan del presente 
curso. 

Eslo hice en la primera conferencia del año anterior, en la 
cual manifesté, que el programa de aquellas conferencias, lo 
consideraba dividido en cualro partes, que eran éstas: 

I ." Carácter de la Fisica experimenlal y de la Flsica ma- 
temática: sus diferencias fimdatnentaies y sus relaciones 
mutuas. 

2." Resumen de los principales problemas que compren- 
dia la Física matemática hasta fines del siglo anlerior; esta- 
blcciendo en forma elemental sus ecuaciones fundamen- 
tales. 

3.° Criticas que en estos últimos tiempos se han hecho y 
siguen haciéndose de dichas teorias, que pudiéramos llamar 
dásicas; y 

4." Manifestaba, por fin, que, á ser posible, empezaría el 
estudio de la teoria matemálica de la elasticidad. 

Procuré cumplir este programa, pero di más extensión de 
la que pensaba á la primera parte, y de etla no pasé. 

Expliqué á mis oyentes, por medio de ejemplos, que la 
X Fisica experimental , considerada en su absoluta pureza, 
prescindia ó debia prescindir de toda hipótesis. 



Examina los hechos, decfa, los reproduce, los clasifica, 
por analogías y diferencías, determina en cada caso los pa- 
rámetros que en cada fen6meno influyen, los divide en pa- 
rámetros independientes y parámetros dependientes, y por 
una serie de experiencias, procura deterniinar las fanciones 
empiricas , que Jos enlazan. 

Estas funciones expresan en el orden racional, y para la 
inteligencia humana, las feyes de losfenómenos observados; 
leyes que se han considerado siempre como simbolos, por 
lo menos, de las que se han llamado, con mayor 6 menor 
atrevimiento, leyes de la Naturalcza. 

El procedimienío de la Fisica experimental es, según se 
ve, sólido y firme, y es ineludible. 

Sin él, !a ciencia humana se pierde en sueños y fantasías: 
suetíos hermosos, fantasias brillantes, pero que se deshacen 
como niebla, muchas veces, al rudo contacto de la realidad. 

En cambio, si de aqui no pasa la ciencia, corre el peligro 
de convertirse en un catálogo de hechos sin enlace, sin ar- 
monía y sin unidad: esto seria lo prudente, pero seria mez- 
quino. 

En cambio, la Fisica matemática parte casi siempre de 
una ó varias hipótesis, que claro es, que no estarán escogidas 
arbilrariamente, sino que, por el contrario, habrán sido ins- 
piradas por los hechos mismos, y que, por el pronto, tienen 
el propósito de explicarlos, siquiera sea en términos gene- 
rales: eslo, aun antes de descender á los cálculos malemá- 
ticos. 

En estas hipótesis, ¡cuántas veces lo hemos dicho!, domi- 
na la llamada hipótesis mecánica, por la cual se procura aco- 
modar los fenómenos fisicos, con todas sus apariencias y ac- 
cidentes, á los fenómenos de la Mccánica. admitiendo, como 
se admitia á principios del siglo anterior, que todos los fenó- 
menos del mundo fisico, no eran más que apariencias múlti- 
ples y complejas de la materia en movimienío : ya de la ma- 
teria ponderable, ya de la materia etérea. 



Y, por último, la aplicación de las fórmulas de la Mecáni- 
t ca y del cálculo matemático, daban, en la mayor parte de los 
I probtemas, por manera más ó menos pertecta, la solución 
I buscada. 

De este modo se creó, en el siglo precedente, la Física 
I matemática, uno de los monumentos más prodigiosos de la 
[•razón tiumana. 

De este modo, decimos, se llegó 6 se procuró llegar á la 
[ unidad. 

En rigor, se obtuvieron varias unidades parciales, con 
I íntimas relaciones enlre sí, pero sin lograr una gran unidad 
I de conjunto, que todavfa persi^tuen los sabios, y á la que, 
I lentamente, y de lejos, se van aproximando; aunque, bien 
Lkp sabemos, aproximarse no es llegar. 

Es evidente, por otra parte, que todas las teorias de la 
fFfsÍca matemática están sujetas á la comprobación de la Fí- 
talca experimental: ya cuando afirnian leyes racionales, ya 
tÉuando establecen reiaciones entre los coeficientes numéri- 
tcos, ya cuando prevén y anuncian nuevos fenómenos toda- 
IfVla no conocidos. 

Sobre estos dos extremos, mejor dicho, sobre estos dos 
^jnétodos, el experimental y el matemático, que ambos son 
ineludibles y complementarios, disertamos con la posible 
txtensíón en el curso precedente. 



Para que aquel programa no quede incompleto, antes de 

mpezar, como empezaremos en la conferencta próxima el 

^■estudlo de la elastkidad, algo diremos de la segunda y la 

Itercera parte del programa, que al principio reprodujimos. 

EI resumen de los principales problemas que comprendfa 
Fla Física matemática en el primer tercio ó en la primera mi- 
lUd del siglo anterior se tiace con facilidad suma. No hay 



más que copíar el indice de cualquier tratado generat de Ff- 
sica mateinática, por ejemplo, el de Mr. Resal, en la segun- 
da edición de esta obra, ó el de Mr. Mathieu, ó basta reco- 
ger una scrie importatitisima de tratadus y memorias espe- 
ciales, de Navier. Poisson, Lamé, Clebsch, Beer, Clausius. 
Briot, Saint-Venant, Bertrand y otros muchos, cuya lista se- 
ria inagútable; y en todos estos trabajos encontraremos que 
la Fisica matemática, que podemos tíamar clásica, compren- 
día por enlonces el calor y sa equÍUbrío y movimiento en 
los cuerpos, la termodinámica, aunque ésta es algo más 
moderna, la capilaridad, la elasticidad, la luz, la electro- 
estática, la electrodinámica, el magn¿lisnio y algunas otras 
ramas más ó menos ligadas á Jas anteríores. 

Cada una de dichas teorías especiales fienen sus ecua- 
ciones rundamentales, que en todas, menos en una, parten 
de la hipótesis mecánica; y estas ecuaciones fueron las que 
prometimos, al empezor el curso anterior, establecer desde 
luego, sin perjuicio de ir inmediatamente á la tercera parte 
del programa y hacer ta crítica, según el espiritu moderno. 
de las hípótesis establecidas, de los métodos seguidos, y 
sobre todo, de Ja hipótesis fundamental: la hipótesis me- 
cánica. 

Después he pensado, que seria más convenienfe y más 
claro modificar, no el programa, perosisu distribución, fun- 
diendo la segunda y la tercera parte en una sola. 

Es decir, explicando, al menos en sus elementos, todas es- 
tas diversas ramas de la Física matemática clásica, y tiacien- 
do que la critica acompañe á la exposición de cada una 
de ellas. 

Y esto que acabo de decir constituye, en parte, el progra- 
ma del present¿ curso y aun el de los cursos sucesivos. 



Apljquemos lo dicho, para aclarar la idea expuesta, á lo 
[que ha de constituir la primera mitad deestc curso del 1906 
^al 1907, á saber: la teoria de la elasticidad. 

La teoria de la elasticidad puede exponerse de muchas 
maneras. 

1." Según el sistema de Cauchy, que es senciUo, elegan- 
te y elevado; que Ileva, en suma, la marca de genio del 
gran matemático francés. 

2." Por el sisfema de Lamé, y tomamos este nombre 
ilustre para caracterizar el sistema en cuestiñn, aunque otros 
tnuchos matemáticos insignes, como, por ejemplo, Navier, 
Clebsch y otros, lo han seguido con pequeñas variantes. 

3." Adoptando el sistema del eminente matemático mon- 
sieur Poincaré en su tratado de elasticidad, que es una obra 
moderna digna del mayor estudio. 

4." Por el sistema fundado en la aplicaci6n de la Termo- 
dinámica. 

Pues bien, en todos estos sistemas obtendremos las fór- 
mulas fundamentales, y á la vez haremos las criticas res- 
peclivas. 



La misma marcha hemos de seguir más adelaiite, llevan- 
dü á la par la exposición de las diferentas ramas de la Fisica 
matemática clásica. que antes enumerábamos, y la parte crí- 
lica con arreglo á las ideas modernas é inspírada también en 
los recíenles descubrimientos sobre radiaciones y radioacti- 
vtdad. 

Pero en rigor, y antes de emprender la extensa y diflcil 
farea, que acabamos de indicar, brevemente pudiéramos cum- 
plir todo lo que nos resla del programa del curso anterior; 
sobre todo, si nos atenemos á las lineas generales y pres- 
cindimos de pormenores. 

Casi toda la Fisica matemátíca del siglo anterior, al me- 




nos hasta el lérmino de su secular evolución, puede decirse 
que es la Fisica matemálica de las fuerzas cenirales, y asi 
la define Mr. Poincaré. 

En todas las ramas de estaciencia <^ en casi toda ella do- 
mina la hipólesis mecánica: siempre se supone que los sis- 
temas en que sc desarrolla este ó el otro fenómeno, se com- 
ponen de un conjunto de puntos ó de pequeñas masas pon- 
derables unas veces, y otras de masas etéreas, sujetas á fuer- 
zas centrales de atracci6n y repulsión mutuas, dependientes 
de las distancias, y sometidas á la vez á determínadas con- 
diciones tniciales de posición y velocidad y á otras condicio- 
nes relativas á los limítes del cuerpo, 

De suerte que un probJema cualquiera de Fisica se con- 
vierte en un problema de Mecánica. 

La parte fisica propiamente dicha, sólo aparece en tres 
momentos. 

Primero, cuando se establecen las hip6tesis, que siempre 
se procura, yse procura de antemano, que se acomoden á 
la realidad de los fení^menos, porque, después de todo, sóio 
de explicarlos se trata. 

Segundo, cuandose interpretan las fórmutas en el sentido 
de explicar por el fenómeno esfático 6 dinámico, es decir, 
por el fenómeno mecánico, todas las apariencias del fenó- 
meno físico. 

Tercero, cuando se determinan experimentalmente los 
coeficientes numéricos para dar carácter práctico á las fór- 
mulas y para comprobarlas, en cierto modo, numérica- 
menfe. 

Todo lo demás de la Física matemáfica no es más que la 
aplicación de las fórmulas de la mecánica racional y la apli- 
cación, por último, del cáicuJo matemático, y, sobre lodo, 
del cálculo integral. 

Esfa es, si se nos permite la palabra, la gran masa de to- 
das las obras de Física mafemática: integración de ecuacio- 
nes, sobre todo, de ecuaciones diferenciales lineales. 



Por eso ta Física matemáiica ha contribuído poderosa- 
mente á los progresos del cálcuto integral y de tas matemá- 
ticas en general; porque fia sido un constante y poderoso 
estimulante de ta investigacíón matemática. 

Si en cualquiera de las grandes obras de Fisica matemáti- 
ca del sigto pasado se suprimiesen las ecuaciones de la Me- 
cánica y los métodos de integracion , la obra quedaría redu- 
cida á bien pocas páginas: una fiipótesis más ó menos acer- 
tada y una interpretación de los resuttados más ó menos 
feliz. 

Por eso tiemos diclio algunas veces en el curso anterior y 
en este votvemos á repetirlo, para los que no asistieron á 
aquél, que en la teoría de tas fuerzas centrales, casi todos 
los problemas de Fisica matemática se podian ptantear de 
esle modo. 




Un sistema de puntos ú de pequeñas masas m, m', m", m'" 
(ftgura 1.") ocupando determinada posición en el espacio é 
infinitaraenle prúximas, aunque ias dimensiones de tates 
masas sean incomparabtemente inás pcqueñas que sus dis- 

lancias mutuas; una serie de fuerzas F, F', F" aplicadas 

á m, m', m" , y representando las fuerzas exteriores; otra 
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serie de fuerzas /, /', /" entre cada dos puntos ó masas, 

representando á su vez ías fuerzas interiores, centrales fodas 
ellas, puesto que van de punto á punto, áe m á m', de m 
á m", de m' á m" 

Y después, para acabar de definir el sistema, posiciones 
iniciales detenninada.s, velocidades iniciales lambién deler- 
minadas, y condiciones conocidas para loda la superficie 
del cuerpo ó del sistema; á no ser en los casos en que S€ 
suponga, qne el sistema es indefinido y Uena el espacio 
infinito. 

Con estos datos, el problema mecánico queda completa- 
menle definido, y á pesar de su inmensa compiicación, es de 
los más sencillos; porque los puntos son libres, de modo 
que no hay que considerar ninguna clase de enlaces, que era 
por entonces el bello ideal en eslos problemas. Así como 
en tiempos posteriores se han aficionado, si se me permite 
la palabra, los matemáticos al sistema de los entaces, y por 
eso, en vez de emplear las ecuaciones de los puntos li- 
bres, aplican el principio de las velocidades virluales, y en 
vez de las ecuaciones primitivas de la Dinámica, las ecua- 
ciones de Lagrange; cotno veremos en su dia al explicar 
los admirables métodos de Maxwell, adivinadores y pre- 
cursores de las experiencias de Herz y de latelegrafia sin 
hilos. 



Cuando se suponen las fuerzas centrales, como acabamos 
de indicar, puede admitirse que los puntos son libres, ac- 

tuando sobre cada uno las fuerzas externas F, F' y las 

fuerzas internas /,/'....; y asi, obteniendo para cada punto 
las componentes de las F y/, paralelas á los tres ejes coor- 
denados, componenles que designaremos por X, Y "^ 2. — 
las ecuaciones del sistema, sea el sistema el que fuere, ten- 
drán esta forma general ; 



m"''' -X 
dt' 




"• dt' ^í 


para el punlo m. 


m = z 

dt' 




dt' 




m-"-y y 

dt' 


para el punto m'; 







cn las que m, m', m" son las masas como ya hemos dicho; 

X, y, z las coordenadas del punto m y lo mismo para los 

demás puntos, y X, K, Z..... las componenles de la fuerza 

que actúa en m que será en último análisis la resultante 

de ias fuerzas F y f para cada punto en particular. 

Claro es, que X, Y, Z..... contendrán 6 podrán contencr 
en general todas las coordenadas del sistema. Por ejemplo, 
/, que es la acción mutua entre m y m', dependerá de la 
distancia mm', que es V(;c — x'y + (y — y'Y + (2 — z')*; 
y por lo tanto, entrarán las coordenadas de m, m' en /. Pero 
como por el pronto, debemos suponer, que en cada punto 
m actiian las atracciones y las repulsiones de los demás pun- 
tos, por eso decimos que en /, y por lo fanto en la resultan- 
te de las/y F, y por fin, en sus componentes X, V, Z en- 
trarán, al menos en una primera exposición de la teoria, y 
aunque esto luego se limite, las coordenadas de todos los 
puntos del sistema. 

Circunstancia que importa poco para el problcma mecáni- 
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co; pero que dificultaria enormemente ó haria imposible, la 
integración de este sistema de ecuaciones, que son ecuacio- 

nes diferenciales simultáneas de todas !as variables x, y, z 

en número de 3«, siendo n el de puntos, como funciones, y 
de una variable independienle, que es cl tiempo. 

Para aminorar m tanto csla complicaciún, y porque ade- 
más esta nueva liipótesis está en armonia con la experiencia. 
se supone que sobre cada punto no actúan todos los del sis- 
tema de una manera sensible, sino los que están á peque- 
ñas distancias, ó sea dentro de la esfera de la actividad del 
punto que se considera. Mas por ahora prescindamos de esta 
simplificación. 



De todas maneras, planteadas las ecuaclones anteriores, 
el problema ya no es de Fisica, ni siquiera de Mecánica: fué 
de Física, al establecer la hipótesis; fué de Mecánica, al 
plantear las ecuaciones; mas desde aquí es problema pura- 
mente de cálculo integral. 

Por eso la Física matemática, á cada momento y en cada 
problema, eslá pidiéndole al matemálico nuevos métodos de 
integración, más y más perfeclos. Y hay qiie confesarlo: el 
matemático no siempre sabe resolver el problema que se le 
presenta; casi nos alreveriamos á decir, si no se nos tachase 
de pesimistas, que muy pocas veces sabe resolverlo por 
completo, y aun éstas con grandes esfuerzos y á costa de 
prodigios de ingenio. 

¿Quién sabe? Acaso muchas deficiencias de la Física ma- 
lemática, acaso y sin acaso, son impotencias del cálculo infe- 
gral, á pesar de sus admirables teorías. 

Sea como fuere, pianteadas las ecuaciones anteriores, lo 

que procede es integrarlas, lo cual nos dará x, y, z , en 

función de í y de 6 /i constantes arbitrarias, que determina- 
remos por las condiciones iniciales respecto á las coordena- 
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das de posición y á las cornponentes de las velocidades, que 
-son 6 para cada punto, y 6 n en totalidad: tantas como 
lonstantes arbitrarias. 



Planteado asi el problema, aunque en teoria queda resuel- 
Ito, en la práctica se convertiría la solución en una solución 
Hlusoria, por imposibilidad material. 

Y, en efecto, el número de puntos es inmenso é inmenso 
»ria el número de ecuaciones. 

Por eso, y restableciendo en cierto modo la continuidad 
del sistema, las ecuaciones generales, que son ecuaciones 
en diferenciales simultáneas, seconvierten en ecuacionesen 
derivadas parciales, según vimos en un ejemplo de la confe- 
rencia 3.' del curso anterior y según veremos en todas las 
cuestiones que hemos de tratar más adelante. 

Estas tres indicaciones que acabamos de hacer, son gene- 
rales para la mayor parte de los problemas de Fisica mate- 
mática, por eso volveremos á repetirias. 

Supondremos, pues: 1.", que las fuerzas son centrales; 
2°, substituiremos á las ecuaciones ordinarias, que son de di- 
ferenciales simuHáneas en número ínfinito, olras ecuaciones 
en númcro finito, que serán en diferenciales parciales, res- 
tablecieiido, en cierto modo, la continuidad del sistema; 

, admitiremos que sobre cada punto material sólo actúan 

los más próximos ó sean los comprendidos en una esfera, 

Pcuyo radio puede denominarse ratiio de actividad, despre- 

rciando la acción de los demás puntos. En términos genera- 

FJes, micntras no se Irate de problemas concretos, esto es lo 

^nico que tenemos que decir respecto al segundo punto de 

los cuatro, que abarcaba el programa del curso anterior. 

Sin embargo, á modo de parénlesis, como explicación 
bue casi huelga para los que ya tiencn alguna prácfica en 
Bstas materias, pero que no me parece inútil para los princi- 
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piantes, y los deberes de la enseñanza me obligan á supo- 
ner, que principiantes son muchos de los que me honran si- 
guiendo mis lecciones orales ó escritas, para estos, digo, 
hay un punto sobre el cual debo insistir. 



Declamos, que para un sistema cualquiera de puntos, de 
los que en la hípótesis mecánica han de explicar tal ó cual 
fenómeno fisico; sobre cada uno de estos puntos, repetimos, 
actuaban en general dos clases de fuerzas, á saber: fuerzas 

interiores, que designábamos por/. todas ellas centrales, 

y sobre éstas hemos dicho, porahora, todo lo que teniamos 
que decir; pero que además podian actuar fuerzas exterio- 
m, que designábamos por F...... y sobre estas últimas algo 

tenemos que decir todavfa. 

Pongamos un ejemplo para que se comprenda mejor nues- 
tra idea. 

Supongamos, como antes, un sistema de puntos. 

En cada uno de ellos /n actuarán las atracciones ó repul- 
síones de los demás puntos del sistema, de las que, como 
antes indicábamos, puede prescindirse si están fuera de la es- 
fera de actividad del punlo m. Pero actuarán otras fuerzas 
exteriores: por ejemplo, la acción de la gravedad ó ia atrac- 
ción de una masa cualquiera, ü, si el sistema es eléctrico, 
centros exteriores de electricidad. 

Cada sistema exterior al dado, por ejemplo, una masa pon- 
derable ó una masa eléctrica ó magnética, cada uno de estos 
sistemas exteriores, repito, tiene un campo ile acción, que 
puede ser todo el espacio que le rodea, aun cuando para pun- 
tos muy dtstantes su acción pueda suponerse despreciable. 

Una masa M', para fijarnos en cl primer caso, dada !a ley 
newtoniana, atraerá á todas las masas del espacio y el espa- 
cio entero constituirá su campo de acción. 







ias tiay que fijar bien las ideas; ¿es que la masa M, por- 

le el espacio sea su campo de acción, atrae á todo el es- 

pacio hacia si?¡ esto en !a hipótesis que vamos considerando 

no tendría sentido. La masa M no atrae ciertamente á cada 

metro cúbico del cspacio. 

Sóio cuando en el espacio se presente otra masa M', la 
itraerá con arreglo á la ley de Newton, coii una intensidad 



C 



MM' 



siendo C una constante, M y M' las masas y /? la distancia 
enfre cllas, 

Esto da un sentido claro y preciso á esta frase un poco 
vaga. campo de acción, vaguedad que puede confundir á 
los principiantes, 

Campo de acción no es un campo todo él en actividad 
pcrpetua; es, si se me permite la paJabra, un campo de po- 
sibilidad. 

Si en un punto cualquiera se presenta una masa M', en 
este caso M atraerá á M' según la ley indícada; pero donde 
no se presente niasa ninguna, la acción de M será nula: á 
1 volúmenes aislados y vacios del espacio ni ios atrae ni 
> rechaza, mientras no los encuentre, por decirlo así, re- 
3 de materia. 

a ley newtonia se desarrolla y aplica entre materia y ma- 
a, no entre la materia y el vacio. Todo esto parece pueril; 
^o veremos si lo es. 

: eso cuando decimos, que F es una fuerza, que para 
I punto del espacio depende de las coordeiiadas de ese 
ttinto y que se expresa por 

F{x,y.z). 



fslo no significa que baste dar valorcs á x, y, z y determi- 



nar el valor de Fpara conocer la acción de dicha fiierza so- 
bre e¡ punto en cuestión. 

F es la fuerza que se ejercerla, iio sobre el punto, sino 
sobre una masa igual á la unidad, si existiese en este 
punto. 

Por eso, considerando nuestrosistema de la fig. 1.', para 
cada punto m, que ocupa una posición determinada, defintda 
por las coordenadas x, y, z, actuará la fuerza F con el valor 
que resulte de poner en vez de x, y, z los valores de dicho 
punto. Y si F eslá referida á la unidad y se trata de masas 
ponderables la fuerza será 

mF {x, y, z). 

En cambio para otro punlo a en que no hay maleria, la 
acción F será nula. 

Lo que hemos dicho respecto á las fuerzas exteriores 
cuando son atracciones newtonianas , pudiéramos repetir 
punto por punto para las fuerzas eléctricas y magnéticas. 

Una masa eléctrica tiene un campo de acción, y la ejerce 
para cada punto del espacio según la función de las coorde- 
nadas de ese punto; pero es preciso que en dícho punto 
exista oira masa eléctrica. Si no la atracción ó la repulsíón 
eléctrica será una mera posibilidad. 

Todo lo cual puede repelirse para las masas raagnéticas 
que tienen su campo propio, que también podemos llamar 
como antes campo de posibilidad; pero las acciones no se- 
rán reales para cada punto, si en él no existe otra masa 
magnética. 



Lo dicho parece sencillo, elemental y evidente, y hasta 
cierto punto lo era en la Fisica matemática clásica. No lo es 
tanto en la Física moderna, porque el espacio no se supone 
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^■que sea una inera abstracción geométrica, sino que está por 
lo menos ocupado por el éter; de suerte que los puntos del 
espacio no son, si se me permite expresarme de este modo, 
puntos vacfos, inertes, simbolos infinitesimajes de la nada, 
pura abstracción geomélrica. 

Y asi, los campos de acción que antes llamábamos cam- 
pos de posibiUdad, se convierten en campos de realidad, y 

' sobre cada punto del espacio se coraprende, que podrá ac- 
* tuar de algún modo una masa ponderable, aunque no exisía 
en ese punlo otra masa ponderable también. 

Y podrá actuar toda carga eléctrica, aunque en el punto 
que se considere no exista olra carga eléctrica, 

Y otro tanto pudiéramos repetir para toda corriente eléc- 
trica 6 toda niasa magnética. 

Es más, en la antigua Fisica matemática sóio se admitían 
acciones y reacciones entre ciertos elementos de los que 
acabamos de señalar, á saber: masas ponderables, masas de 
éter, corrientes eiéclricas ó elementos de corriente y niasas 
magnéticas. ó sean polos magnéticos. 

Puntualicemos aún más esta idea. 

Exislian acciones 6 se admitían entre dos masas ponde- 
i'ables. 

Entre dos masas eléctricas. 

Y enlre una masa ponderable y otra eléctrica. 

Eslo úitimo, ya en la liipótesis de un solo fltiido eléctrico, 
ya en la hípótesis de los dos flúidos ó eiectrícidades. 

Se admitian también acciones y reacciones enlrc dos co- 
rrienles eléctricas ó entre dos elementos de corriente, y ha- 
bía (órmulas para determinar la intensidad de diclias fuerzas. 

Y se aceptaban y calculaban acciones y reacciones entre 
dos masas magnéticas ó dos polos. 

Pero dc aqui no se pasaba en la enseñanza elemental ni 
aun en la más elcvada; y claro es, que prescindimos de Me- 
morias y tratiajos especiales, que. como vulgarmente se 
dice, se anticipaban á su liempo. 
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Las fuerzas nalurales eslaban cada una dentro de su es- 
fera propla, como si fueran eslados independientes; pero 
entre unos y otros esladas 6 esferas las relaciones mecáni- 
cas eran escasas ó nulas, 

¿Dünde se explicaba la acción de las masas ponderables 
sobre un volumen de éter, sobrc una corriente 6 un elemen- 
lo de corriente elOctrica ó sobre el polo de un imán? 

¿D6nde se explicaba, repetimos, la acción de una masa 
eléctrica sobre el éter del espacio, sobre una corrienle eléc- 
trica ó sobre sus elementos, 6, en fin, sobre un poio mag- 
nético? 

S6lo como gran triunfo, gracias á la hipótesis de Ampére 
y á la transcendenfal experiencia de CErstedt, se establecie- 
ron reiaciones mecánicas entre los imanes y las corrientes, 
según exponíamos en una de las conferencias del curso an- 
terior. (Conferencia séptima.) 

Y bien, la Fisica matemálica no habrá conseguido, ó no 
se aproximará, como es de apetecer, á la unidad, mientras 
no se. resuelvan lodos eslos problemas, que pueden definirse 
de este modo: reladones mecánicas entre todas los elemen- 
tos señalados y además el calor y la liiz, y todas ias nue- 
vas radiacianes descubiertas en estos últimos años. ' 

Eslos son los problemas y Ins elementos que han de en- 
trar en la nueva Física malemática. 

Todo lo cual es mayor desarrollo, progreso y comple- 
mento, pero no destrucciún de la Fisica matemálica clásica. 

¿Se deslruyó, por vcnlura, cuando se encontraron rela- 
ciones entre el calor y la electricidad, ó entre las corrientes 
eléclricas ó el magnelisiiio, ó entre el magnetismo y la luz? 



Para corapletar la parte del programa, del curso prece- 
dente, que habia quedado para éste, todavía haremos algu- 
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s observaciones sobre la crítica en general , obscrvaciones 
que se enlazan con las que acabamos de exponer. 

La crítíca de la Física matemática clásica, critica de la 
cual ya dijimos muclio en el curso anterior, sobre tocío res- 
pectoá ia hipótesis mecánica, empieza combaliendo ruda- 
mente los principios de la mecáriica: al edificio por su base. 

Ya lo hemos dichu en otra ocasión, y más adelante des- 
arrollaremos aquellas ideas, pero son del momento las que 
vamos á exponer. 

Las fórmulas fundamentales del movimiento, y como caao 
particular del equilibrio de un punto cualquiera en un sisfe- 
ma, son éstas: 

m - — 
dt- 



= X, 



-^y. 



Pues la crítica censura: 1.", el concepto de masas; 2", el 
concepto de fuerza; 3.", el sistema para establecer estas 
ecuaciones, fundado, por decidoasíj en la independencia de 
un movimiento, que se combina con otro moviiniento de 
Iraslación uniforme. 

Para no apurar demasiado la cuestión, corriendo el peli- 
gro de hacer iiiterminable esta conferencia, y, sobre todo, 
porque niás adelante hemos de insistir sobre estos conceptos 
y postulados, sólo nos fijaremos, y no por mucho tiempo, 
en los tres ptintos que acabamos de señalar. 

Era axioma, en la antigua Física matcmática, y aun en la 
Fisica experimental, y, sobre todo, en la Química, el princi- 
pio de la invanabilidad de la masa. 

La masa podia transformarse formalmente, podia dividir- 
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se, podían acumularse unas masas á otras, pero la masa era 
invariable, inmutable eit su esciicia, eterna. Era, si se nos 
permite la imagen, una divinidad maciza de la Mecánica: tal 
era el átomo de la Quimica. 

La crítica niega este concepto con los caracteres señala- 
dos, y algunas experiencias, de que nos haremos cargo más 
adelanle, lo niegan tambicn. 

Hay quíen supone que la masa cs una apariencia, y que 
la inercia que acompafla á la masa, es otra apariencia sin 
ninguna realidad. 

Cuando una masa acompañada de una carga eléctrica se 
mueve con velocidades pequefias relativamente á la veloci- 
dad de la luz, aunque prácticamente sean muy grandes, la 
masa, para nosotros y en los usos de la vida, y como pri- 
mera aprtiximación, puede considerarse como constante. 

Cuando su velocidad crece, acciones eléctricas, que eslu- 
diaremos en otra ocasión, pueden determinar un aumento de 
inercia y un aumento aparente de masa; y algunos fisicos, 
siguiendo por este camino, y toda vez que hasta aqui se 
aprecia la masa por la inercia, llegan, repetimos, á suprimir 
ta inercia y la masa, explicando una y otra por acciones 
eléctricas y magnéticas, 

Esto, asi dicliij, parece un tanto obscuro; ya lo precisare- 
mos cn la segunda parte de este curso. 

La tendencia es, pues. á anular las masas ponderables, 
convirtiéndolas en conjunto de eleclrones positivos y nega- 
fivos: valga por ahora esta idea anticipada. 

Si todo esfo fuera tan cierto como se supone, y en el sen- 
tido en que se supone. la Mecánica racional, la Mecánica 
clásica, dijéramos mejor, se habria quedado sin masas, Y si 
seguinios atendiendo á la crítica, se va á quedar también sin 
fuerzas. 

Porque la critica moderna, lo hemos dicho otras veces, 
niega la acción á disfancia en loda clase de sistemas. 

Niega la acci6n á distancia entre dos masas ponderales, 
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entre dos corrientes eléctricas, entre dos polos magnéticos, y 
entre dos sistemas cualesquiera. 

Y no sólo la niega la critica, de la cual pudiera decirse 
que tiene afíción á negarlo todo, sino que la negaron hom- 
bres inmortales como Faraday, y sabios matemáticos de ge- 
nio admirable como Maswcll. ya que Newtoii, et autor de 
la alracciún universal, tampoco la dió porciería. 

No tendremos la osadia de afirmar la acciún á distancia; 
pero negarla en absoluto nos parece un tanto aventurado. 

Tanto atrevimiento tiay á veces en negar las cosas, como 
en afirmarlas; que toda negación es, en cierto modo, una 
afirmac¡6n con signo nagativo. 

Contentímonos con decir, como decía Newton, que las 
cosas pasan en el mundo físico, conio si la acción á distan- 
cia existiese. 

Es. por lo menos, un símbolo fecundo, que da regulari- 
dad á los cálculos, que da ley racional á los fenftmenos, que 
sirve para prever hectios que todavia no se han reallzado. 
¿Qué más puede pedirse? 



Después de todo, dicen algunos filósofos modernos, y ya 
se dijo hace mucho tiempo, que el hombre no eslá en con- 
tacto con la realidad, ni la conoce directamente. Conoce tan 
sólo representaciones internas de esa misma realidad desco- 
nocida, cuyas emanaciones, y valga la palabra, penetran á 
través de los sentidos y pintan en la conciencia imágenes 
más ó menos deformadas de la verdadera realidad. 

Asi como en la caverna del filósofo griego, unas veces se 
extendian las sombras y otras á ella llegaban las luces del 
mundo exterior, sombras y luces que penetraban por la troca 
del antro; y asi como el espectador, por estar de espaldas, 
sftlo veía el fondo de la caverna, y conocia tan sólo la reali- 
dad del mundo exterior por las imágenes que se agitaban 



sobre el fondo escabroso y desigual, asiniismo, para muclios, 
la Naturaieza y los fendmenos, que en ella se agitan, no son 
más qne proyecciones sobre el telón infinito del espacio y el 
tiempo de una realidad inaccesible. 

¿Y por qué entonces no ha de existirla acción ádistancia 
entre dos astros? 

Por lo menos, esa acción á distancia será la proyección de 
algo real, ni más ni menos que los astros que vemos son 
proyecciones de otros astros reales. 

Permitaseme una imagen quizá extraña, pero que pinla 
con fidelidad mi pensamiento. 

A Sea otra vez la caverna que 

antes recordábamos; y fuerade 
ella imaginemos dos reflectores 
A , B (fig. 2), eon dos luces a, 
b, y unidos ambos reflectores 
por un resorte C, que podemos 
cambiar de forma y de tensión 
para que cambien los ejes de 
dichos reflectores. 

Estos últinios proyectarán so- 
bre el fondo de la cavema dos 
discos luminosos, que consideraremos como dos astros A', 
B', colocados á cierta distancia uno de otro. 

Si el resorte C cambia, canibiará la posición de A', B' y 
parecerú que entre ellos se ejercen acciones y reacciones, y 
que ambos asíros imaginarios se atraen ó se rechazan. 

Algún fisico, que no conozca ni los reflectores, ni el resor- 
te, supondrá que entre los discos de luz A', B', existen ac- 
ciones á distancia; a! paso que otro fisico de critica más se- 
verá, negará que entre A', B' pueda existir acción alguna. 
Pues ambos se equivocan, aunque más se equivoca el se- 
gundo, porque en rigor esa acción á distancia que niega, es 
el slmbolo ó proyeccióii de una fuerza real C entre los dos 
reflectores. 



Pero prescindamos de esfa especie de tnetafisica poética 

digamos como resumen que, gracías á la liipótesis de 

i a:cii')ii á distancia, se ha creado 1a mecánica celeste, de 

aierte que tal hipótesis y otras análogas, no sólo son hip6- 

*tesis cómodas, sino fecundas; que fecundo es todo simbo- 

lism.T, si tiene número suficiente de puntos de contacto con 

(la realida^. 
I 
' Pero aun admitiendo la accii^n á distancia, ya como slmbo- 
lo fecundo, ya como apariencia de otras acciones, la critica 
que de la fuerza se hace, tiene más variados punfos de vista. 
En primer lugar, según ella, no es evideiite, ni niucho 
menos, que Jas fuerzas sean centrales, como suponia la Fí- 
sica matemática del siglo anterior; y sobre esto disertamos 
en el curso precedente (conferencia 8.°), y no heraos de re- 
^^Mpetir lo que alll dijimos. 

^^H Realmenle 1a hipótesis de las fuerzas centrales, que sira- 

^^Hplifica extraürdinaríamenfe los cálculos, es muchas veces 

r por todo extremo avenfiirada; y no cabe duda que la Fisica 

mafemíitica adquiriría nuevo rigor s¡ se pudieran establecer 

5 fórmulas fundamentales prescindiendo de tal hipótesis. 

Esto es lo que hace Mr. Poincaré en sus notabilísimos 

ratados sobre la elasticidad y sobre 1a teoría de 1a luz, que 

\ su debido tiempo estudiaremos con la defención que me- 

tecen, y que nos han de servir de guia en buena parfe de 

Stas conferencias. 

Por último, se critica e1 concepfo de fuerza por conside- 

Irarto excesivamenfe antropomórfico y por suponer, que 6 

laobra el concepto de masa ó sobra el concepfo de fuerza. 

Se ha dicho que esfe concepio dualisla de una masa so- 

E lacual actúa una fuerza, es algo asi como un carruaje 

tael cual tira un caballo: concepto verdaderamente infanlil, 6 

^e como infantil lo consideran algunos, 
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¿ Y por qué no como un concepto experimental necesa- 
rio? ¿Qué seria del carruaie si de él no tirase una fuerza? 
¿Y para qué sirve una fuerza si no actúa sobre algo? ¿Para 
qué el caballo sin el carruaje? 

Quizá este duaUsmo es más hondo y más necesario de lo 
que se supone; pero no nos separemos de nuestro objeto. 

Sea como fuere, sobre esta opinión rigida y cerrada, 
tendrianios que liacer muchas reservas por el momenfo, y 
sin perjuicio de volver á tratar esle punto, nos atenemos 
por ahora á las ubservaciunes que hicimos en las conferen- 
cias del curs3 anterior. 

En resumen, ya notarán inis oyentes, que la crilica sobre 
el concepto de fuerza nn es, en verdad, muy benívola. 

1," Se niega la accii'm á distancia substituyéndola por la 
elasticidad de I >s niedios qiie rodean á los cuerpos. De 
suerte que hoy se busca en esta elasticidad elérea, por unos, 
y por otros en ciertas radiacioncs que no se especifican, y 
que no sabemos si se convertirán en las antiguas granízadas 
de particuias que, cayendo sobre los cuerpos que se hacen 
pantaüa, por decirlo así, los precipita unos sobre otros; se 
busca, repetimos, por estas diferentes hipótesis, la explica- 
ción de la atracción universal, 

2." De lodas maneras secombate resueltamente la teorfa 
de las fuerzas centrates. 

3." Se considera cl concepto de fuerza como artificioso, 
y á la mecánica de las fuerzas se la pretende substituir la 
mecánica de la energia. á la que se da el nombre de ener- 
gética. 

Nombre ya tiene y sonoro, pcro dudo muclio, que una 
mecánica que empe¿ase por el estudio de la encrgía, fuera 
más clara para la enseñanza, que la vicja Mecánica de las 
fuerzas, con todos sus inconvenientes y obscuridades, que 
se me antoja que se convertirian en ráfagas de luz, compa- 
radas con las nuevas obscuridadas de la nueva Mecánica, 
sin que por esto neguemos su profundidad. 
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Hasta aqui se había creido que la enseñanza debia pro- 
^^eder por análisis, por conceptos sencillos, aun cuando re- 
^Bultasen algo abstractos, dejando la sintesis, es decír lo 
^Bbmplejo, para el fín de la enseñanza. 
^H Hoy parece que se marcan corrientes en sentido contrario. 

L 

^■Hemos apuntado algunas ideas criticas sobre el concepto 

^^e masa y sobre el concepto de fuerza; veamos lo que se 

dice respecto ai procedimienlo, que Iiemos seguido para es- 

tablecer y demostrar las ecuaciones fundamentales de la Di- 

námica antes citadas. 

Ya lo recordarán mis oyentes, s¡ asistieron ó han leido las 

inferencias del curso anterior. 

'eciamos que partia la Mecáníca clásica, ó podia partir, 

tres conceptos fundamentales é trreducibles unos á otros. 

Estos conceptos eran la imsa, el espacio. ó mejor dicho 

la longitmi, y el tiempo. 

Para no entrar en discusiones filosóficas, ni discutir antes 

momento oportuno ciertas Mecánicas de carácter cinemá- 

que pudiéramos llamar de enlaces ocullos, y perdónese 

extraño de la denominación, tomát^amos estos tres coii- 

itos, masa, longitud y iiempo, de la experiencia. No pre- 

idfamos explicarlos fílosóficamente, los considerábamos 

10 parámelros independientes de la Dinámica, y medfa- 

.: 1.°, las niasas por su equilibrio en la balanza, que es 

hecho, y no más que un hecho, independiente del peso 

idependiente de la situación geográfíca: una balanza y un 

en el cero, nada más; 2.°, mediamos la longitud por la 

lerposición material ó por la superposición óptica, según 

métodos modernos; 3.", mediamos el tiempo por el pén- 

ó por la aplicación del péndulo á los movimientos as- 

lómícos. Estas ideas son tan conocidas que no necesita- 

insistir sobre ellas. 



A estos tres paránietros fundamentales agregábamos otro 
parámetro derivado: ¡a fuerza, considerándola como olro 
hecho, si se quiere como otro fenómeno, y, en último caso, 
como un parámeíro de la Dinámica. 

No pretendfamos penetrar en su esencia, pero procurába- 
mos medirlo y fijar la unidad de fuerza: que era ia que, 
aplicada en una linea recta constantemente, durante un se- 
gundo, á un punto material de la unidad de masa, le comu- 
nicaba, a1 terminar el segundo, la unidad de velocidad. Es 
decir, que si, al terminar este segundo de tiempo, la fuerza 
cesase de actuar, el cuerpo seguiria caminando con movi- 
miento uniforme y con una velocidad igual á 1. 

Lo primero es una definición; pero eslo último no es evi- 
dente: la razón humana no puede demostrarlo á priori, 
como demuestra un teorema de Geometrfa. Puede negarse, 
sin que al negarlo, se sienta desquiciada la razón y des- 
quiciadas sus leyes lógicas; pero todo esto, aunque no sea 
evidenle, es perfectamente ciaro. Decimos que es claro, en 
estesentido: qiie se enticnde lo que se quiere decir, lo caal 
na sacede con muchas criticas modernas. 

Partiendo, pues, de todos estos liechos experimentales, 
se pueden demostrar las ecuaciones dei movimiento de un 
punto libre, á saber: 



di^ 



d'y 



d'z 
dt'- 



y, por consiguiente, las de un sistema cualquiera de puntos. 

Se pueden demostrar, repetimos, agregando una nueva 

hipótesis, la más natural, y que, sin embargo, me atreveré 
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á decir que es la más fortnidable (perdóneseme la palabra) 
y la más atrevida de toda 1a Dinámica: la que pudiéramos 

Ilamar de la independencia y de !a superposición de ciertos 
movimientos. 

Recurdemos brevemeiite la demostración de las fórmulas 
anteriores, y la recordamos, á pesar de ser elemental, para 
que se comprenda la crilica que de ella se hace. 

Supongamos que una masa m, partiendo de A {fig. 3.") y 
bajo la acción de la fuerza F, recorre la trayectoria AB L. 




lEn Á tiene una velocidad V, en el sentido de la tangen- 
\C. 

Í admitamos que está en A en el inslante í, y que en el 
tante t -\- di está en B: ej arco AB vs, un infinitamente 
íqueño del mismo orden que rfí. 

! llegar á B, su velocidad es distinta de la anterior; re- 

isentémosla por V, y claro es que se contará en el sentido 

í tangente en B, es decir según B l^,. 

r el punto B tracemos la recta BV, paralela á -4C é 

ial en magnitud á la velocidad Vque tenía el móvil en A. 

lUniendo los puntos K y Vi , la recta V V^ será la veloci- 



dad que hay que compoiier coq V pan obtener fiV,, cmno 
demuestra e) triánguld VBVt- E>esigDéniasla, para abre- 
viar, por W. 

W 

Pues bien, se llama aceUración al Hmite dd cocieiite 

dt 
cuando el punto B tíende á confundiise con A, 

St supone, y se comprueba por la experíencia, que esta 
aceleración es la que comunicaria la fuerza F al punto A, a 
partiera del reposo. En ténninos prectsos: sj B ttende á 
confundirse con A. Ía dirección de VV, tiende á ser la mis- 
ma que la de ta fuerza F, y al fin se confunde con elLa; y 
W 



de velocidad y e1 incremento de tiempo, no scrá otra cosa 
que la aceleractún comunicada á la masa m; en fia, toda 
vez que esta velocidad la ha comunicado la fuerza F á \a 
masa m. en la unidad de tiempo, es claro que 



dW 
dt 



ra las V 
a por I 



s^n el sistema de medidas que hemos escogido para 
fuerzas; que era (repilámoslo) el producto de la masa 
1a velocidad que le coraunicaba la fuerza en la unidad de 
tiempo. 

Todas estas son nociones, que mis oyentes conocen y en 
que no necesito insistir. 

Pero veamos cuál es la nueva hipótesis á que antes nos 
referíamos. 

Sí á un punto en reposo m le comunica una fuerza F, 
una velocidad W, en un tiempo dt. en la unidad de tiempo 
W 



ta fuerza si la masa fuera I, pero como es m, habrá que 
multtplicar la aceteración por 1a masa: tal es la definición 
de KJrchhoff y la que resulta de lo expuesto. 



Mas aquí aparece ia nucva hipátesis: la acción de la 
^fuerzQ F será la misma, cuando el punto parte del reposo, 
que cuando está animado de una velocidad V. 

Eslo no es evidente: no es evidente, decimos, que en la 
acción de una fuerza no influya el movimiento anterior, y 
hay que considerar el expresado principio, ó como una 
hip6tesis de carácter melafisico, 6 como un postulado que la 
experiencia comprueba. Todavia más, y aquí aparece otra 
complicación: el movimiento que estamos considerando es 
un movimiento absuluto; pero bien pudiera ser relativo y 
¿la hip6tesis se aplica en ambos casos? 

Y aún hay quien niega, que sea lícito introducir en la 
ciencia el concepto de movimiento absoluto y de ejes abso- 
lutamente fijos. 

Ante tales conflictos ha sido preciso llegar entre la crítica 
y la mecánica clásica á una especie de modus vivendi, to- 
mando por ejes rectas trazadas desde im punto de la Tíerra 
á tres estrellas tan lejanas que parezcan fijas. 

Todos estos son puntos dificiles, delicados, y no pode- 
mo s hacer aqui otra cosa que señalarlos de pasada. 

I 

^^■Porlodemás, el reslo de la demostración es bien sencillo. 
^^ Hagamos AC = Vdl; tracemos BC y tomemos BC' = 
= Vdt, BB' ^ V,dt: con lo cual tendremos B'C' =Wdt, 
S>uesto que los triángulos BC'B' y BVV^ son semejantes. 
-Tambiín son semejantes BCD y B'C'B. 
fPero 

AC= Vdt, 

V -I- V, 




AB -- 



BB' = V,dt 



'dt 
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son próximamente iguales, salvo infinitamente pequeños de 
segundo orden. 

Además, BD es la mitad de AB, también con diferencia 
de infinitamente pequeños superiores, luego 



2 



BC = - B'C; 
2 

de donde se deduce: 



BC \ W 1 ... 

— — = — = — aceleración. 

df' 2 dt 2 



2BC 

aceleración = , 

df 



Ahora bien, BC es la distancia entre el punto C, que es 
donde estaria el móvil obedeciendo á la velocidad que traia 
en A, que era V, y e! punto B que es donde está por !a 
acción de la fuerza F. En suma, B C es el desplazamiento del 
punto por !a acciún de la fuerza F, puesto que en virtud del 
postulado general BC, Fy B'C' son paralelas. 

De aqui podria resultar esta regla práctica. 

La accleración es ¡sual al doblc del desplazamianto en el 
iiempo dt, dividido por út'. 

Lo cual, por otra parte, se deducé directamente de la co- 
nocida fórmula del movimiento, uniformemente varíado, es 
decir, el engendrado pnr una fuerza constante g (que en 
nuestro caso es F). En efecto 

1 ,. 
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que da 

^ 25 

y será para dt y para el camino ds 

2ds 



g = 



dt^ 



Ahora bien, como esta regla lo mismo se aplica al movf- 
miento curvilíneo, que al rectilíneo, proyectando los pun- 
tos A, B, C sobre el eje de las x, en a, b, c, tendremos: 

bc = BCcos{BC,x), 
6 bien 

bc = BCcos(F,x). 

Por virtud de la regla anterior, 

1 A ' 26c 2BC ,„ . 
aceleracion segun x = = cos (F,x), 

^ dt^ dt^ ^ ^ 

y como 

dt^ 
se deduce : 

aceleración según x= Wcos(F,x). 

Es decir, en forma abreviada, que la aceleración de la 
proyección, es la proyección de la aceleración en el espacio, 
y otro tanto puede decirse de la fuerza. 

Así, multiplicando por la masa para obtener la fuerza: 

m X aceleración según x = Fcos (F,x) = X, 
puesto que m W= F. 



j-'-i .. 
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Sóio nos falta calcuiar la aceleración del movimiento pro- 
yectado sobre ei eje de las x. 

Supongamos que ia ecuación de este movimiento esté de- 
finida por 

Correspondiendo ei punto a al tíempo /, tendremos 

oa = x=f{t), 



oc = oa + ac =f(t) +f(t)dt, 
ob=f(t + dt)=f(t)+f{t)dt+ lr(t)dt^; 



luego 



bc = ^r(t)dt^ 



de donde 



2bc d^x 

= aceleración sobre x = f' (t) = 



dt^ dt^ 



Y, por fin, 



m ^'^ y 
m = A. 

dP 






Claro es, que al resultado anterior puede llegarse con mu- 
cha más rapidez; pero á veces lo más breve no es io más 
claro, para el principiante al menos; porque el camino en lí- 
nea recta, puede dejar sombras y dudas á un lado y otro. Y 
por eso hemos querido desmenuzar, si la palabra vale, la de- 
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mostración clásica, que por otra parte se cncuentra en todos 
tos Tratados de Mecánica. 

Por lo demás, á dichü resultado se Ilega , desde luego, con 
sóto proyectar sobre el eje de las x el triángulo B V Vi. 

Sean b,e,g, las proyecciones sobre dicho eje de los tres 
vértices. 

Evidenlemente, be, que es proyección de la velocidad V, 
será la velocidad en el movimientü proyectado para el tiem- 
po /,- y bg, que es, á su vez, la proyeccirjn de la veloci- 
dad V,, será la velocidad en el liempo / -\- dt. Luego eg 
será la aceleración en el movimíento proyectado ; y se ve que 
es. en efecto, la proyección sobre el eje de las x de la rec- 
ta VVx= W,{) sea de la aceleracii'm en el espacio. 

Su valor scrá 



~Yt 



dy_ 
'dt 



dt 
dt 



f/'X 

rfí' ■ 



Hemos insistido tanto en esta demostración elemenfal, 
I para marcar en ella los difcrentes elementos de que se coni- 
1 pone: la parte experimental. de la que dedujimos los con- 
I ceptos de masa y fuerza; la parte matemática, que constituye 
[ toda la estruclura de la demostracÍ6n; y además. los con- 
cepEos de espacio y tiempo. 

Y. por último y sobre todo, para marcar la hípótesis fun- 
damental y la más alrevida de todas, á saber: la de 1a inde- 
p^ndencia y superposiciún de los movimientos. 

Vcmos que el concepto de fuerza, que es, evidentemen- 
te, experimental, se inlroduce en el cálculo, y se define y 
mide con referencia á masas ponderables ; y sicmpre que dc 
masas ponderables se frafe, es decir, de problemas de Me- 




cánica radonal, no puede ocurrirnos duda alguna respectoá 
las aplicaciones. 

Por regla general, los problemas se plantean mmedíata- 
mente y la fuerza es siempre, según la defintción de Kir- 
chhoff, el producto de la masa por la aceleraci6n; pero, 
cuando salinios del campa de las rnasas ponderables y pa- 
samos al de las masas eléctricas, al de las corricntes 6 ele- 
mentos de corrienle y al de los polos ó masas magníticas, 
1a definición que hemos dado de ia fuerza, en rigor, ya no 
tiene aplicación ni sentido, si el método experimental no 
acude en nuestro auxilio. 

¿Qué quiere decir en este caso 1a ecuación del movimien- 
to de una masa elíctrica, s¡ se copia literalmente de la esla- 
blecida para las masas pondcrables? 

En rigor 

u '^' ^ = X 
^ dt- 



carece de sentido, como antes decíamos, si la masa eléctri- 
ca [1 no tiene inercia como la masa ponderablc ni. 

Las contradicciones resultan á cada momento. Por ejem- 
plo, de la ecuación anterior se deduce iiitegrando: 



dt) \^ 



Pero como la eleclricidad no tiene masa, por lo mel 
masa ponderable, que es la que dcbía enlrar en 1a fórmula, 
u. es ccro, y el valor de v es infinito. 

De manera que citalquier fuerza de la que hemos consi- 
derado en 1a Mecánica clásica, es decir, en 1a Mecánica de 
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las masas ponderables, aplicada una masa eléctrica determi- 
naria en e/la una velocidad infiniia. 

Para que la ecuaci jn anterior tuviera sentido, seria preci- 
so dütar á las masas eléctricas y después á las masas mag- 
néticas y á las corrientes, de cierta especie de incrcia, que 
es á lo que se ha venido á parar al fin, buscando ese mode- 
rador de la acción de la fuerza en el fenómeno de inducción. 

Y tan lejos se ha camiiiado cn este sentido, que pasando 
de un extremo á otro, ha conclufdo cierta critica modema 
por convertir toda la inercia de las masas ponderables en 
una resistencia eléctrica. 

Todos estos problemas, con los que ya dejamos apunta- 
dos, negando la acción á distancia y limitando la influencia 
de las fuerzas centrales, son los que en cierto modo cons- 
tituycn !a materia de la Física niatemáfica moderna, álaque 
reservamos ía segunda parte de este curso. 

Por lo demás, en todo este periodo de transición, la difi- 
cultad que antes indicábamos se ha salvado cerrando los f 
ojos, por decirlo de este modo, á la dificnltad misma, y apli- 
cando las fórmulas de la Mecánica clásica, lo mismo á las 
tnasas ponderables, qne á las masas eléclricas y aun al úter. 

Asi en la teorra de la luz, se liabla de iafiierza viva de 
los elementos de éter, y se la designa por 



como si la masa eléctrica fuera una masa ponderable; sólo 
que se agrega, que es pequeñlsima en comparación con las 
inasas de la materia ordinaria y que su pequeñez la com- 
pensa en parte el factor v-. 

Claro es que este subterfugio, no teniendo otra explica- 
ción ni otro fundamento, no puede satisfacer á un esplritu 
severo, y está en contradicción con el concepto de! éter. 

Y luego, las dificullades y las dudas, surgen á cada mo- 
menlo. 
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La fiierza está definida por y para las masas ponderables. 
Pero las acciones entrc masas eléctricas, corrientes ó masas 
magnéticas ¿podráii Ilamarse también fuerzas? ¿Serán como 
aquétlas? ¿Será posible unificar unas y otras? ¿Cuál será 
su medida común? 

La experiencia demuestra gue si, que las atracciones y re- 
pulsiones entre masas etéctricas, corrientes, y corrientes y 
masas, y todas éstas y pojos magnéticos, pueden eii último 
caso medirse por kilogramos, como pueden medirse tas mis- 
mas fuerzas qufmicas; pero hay que confesar que todo esto 
se tiallaba envuetto en \a Física matemática ctásica en gran- 
des sombras, que los físicos modernos se esfuerzan por ir 
desvaiieciendo. 

Quizá hay que buscar en estas dificultades la causa de la 
predilección, que ciertos sabios muestran hacia el concepto 
deener¿ia, y su empeño de crear una Mecánica que pudié- 
ramos llamar cnergéíica, en substituciún á la vieja Mecánica 
de ta fuerza. 



En resumen, me propongo, como tie dicho antes, dividir 
este curso en dos partes ó periodos. 

En la primera, estudiaremos el problema de la elasticidad, 
considerándolo como una de tas ramas fundamentales de ta 
Ffsíca matemátíca ctásica. 

En la segunda parte, ó segundo período del curso, empe- 
zaremos á esludiar los príncipales problemas de ta que he- 
mos llamado, Física matemática moderna. 

Y claro es que en una y en otra parte, nuesfro trabajo 
debe considerarse no más que como preparación at estudio 
de las memorias originates y de tos trabajos novísimos de 
los ilustres maestros, que pugnan por ensanchar los horizon- 
tes de ta ciencia y por dar cada vez más rigor á sus teorías. 



Conferenolei 



Sefjores; 



I 



Difici! es definir con exactitud y claridad iin objeto ó un 
concepto, que nos sea de todo punto desconocido; despertar 
en nuestra conciencia, mejor dicho, llevar á el!a, lo que en 
ella no cstaba de antemano; aumentar en suma su caudal y 
su contenido. 

Pero no es mucho más fácil definircosas y seres, gue nos 
son familiarcs; y cuanto más familiares más dificil será la 
definición. 

Por ejemplo: ¿cómo definiremos el tiempo ó el espacio? 

Y sin embargo, todo el mundo sabe lo que son ambos 
conceptos; y si la palabra saber no parece propia, digamos 
que ¿quién no lossiente? ¿quién no se sienle en el espacio 
y en el tiempo? 

Si decimos como algunos filósofos, que cl espacio es la 
forma del coexisíir y que el tiempo es la forma del mudar, 
ambasdefiniciones podrán ser buenas ó malas, no las discu 
tinios; pero si ambas ideas no existiesen ya en nosotros, 
dudo que las adquiriéramos por fuerza y virlud de una ü 
otra definición. 

Por eso enconlramos difícil empezar cualquíer materia, 
dando unas cuanfas definiciones previas, como no sea cuan- 
do se trate de asuntos de pura ciencia matemálica, en que 
ya muclias veces, no siempre, la definición puede ser clara 
y rigurosa. Pero no tratamos de las matemáticas puras sino 
de la Ffsica malemática, que es ciencia míxta sí vale la pa- 
iabra. 

Todo el mundo sabe lo que es la elasticidad, la práctica 
de la vida nos lo cnsefia: la elasticidad de un resorte, la 
elasticidad de un puente de hierro, la elasticidad de una 




masa de gas son para nosotros ideas familiares. Una masa, 
un sistema, que baio la acción de determinados esfuerzos, 
cambia de forma, y que cuando los esfLcrzos cesan, vuelve 
á recobrar la forma primitiva, es un concepto bastante ctaro. 

Pcro aqui iiay dos puntos que considerar. Cuando una fuer- 
za ó varias se aplican á un sistema material, dos casos en 
efecto pueden ocurrir al cesar los esfuerzos; 6 diremos me- 
jor, al ccsar lentamente, para que no se complique el proble- 
ma del equilibrio, con el problema del movimiento ó de las 
vibraciones; 1." Que el sistema tienda á recobrar su forma 
prímitiva, pero que no la recobre por completo, quedándo- 
se en otra forma de equilibrio distinta de aquélla. Entonces 
el sistema no será pcrfectamente elásticu; será, por ejem- 
plo, viscoso, ó pastoso, 6 de alguna forma especial, que no 
hemns de estudiar en este curso. 2." Que el sistema vuelva 
exactamente á su primera forma al cesar las acciones que 
sobre él sc ejercieron. En este caso se dice que el sistema 
es perfeclamente elásfico. 

Pues bien; la Teon'a de la clasticidad se ociipa en esta- 
diar !as relaciones entre !os esfuerzos apücados á un siste- 
ma material y !as deformaciones que producen. 

Este es el problema general de la Elasticidad. 

Mas la Elasticidad, como la Mecánica, tiene dos partes: 
la parte estática y la parte dinámica; la elaslicidad del equi- 
librio, y la elasticidad del movimíento. 

1." Las deformaciones, y asi lo demuestrala experiencia, 
tienden á oponerse á las fuerzas que !as determinan, por el 
desarroUo de fuerzas iiilernas contrarias á los esfuerzos de 
deformacii^n: y puede Ilegar un caso , al menos en teoria, en 
que estas fuerzas inlernas, ó fuerzas elásíicas, equilibren 
las fuerzas deformanles, y el sistema venga á un estado 
perfecto de equitibrio entre unas y otras fuerzas. 

Este problema pertenece á lo que liemos liamado el egui- 
íibrio de elasticidad. 

2." O puede suceder, que todos los puntos del sistema 




vibreti, ó se muevan, en general, bajo la acción de las fuer- 
7as inlernas y de las fuerzas deformantes, como le sucede 
á la cuerda de un violín, á un diapasón, ó á sistemás más 
complejos, como un puenle de acero. 

Tales problemas estáii coinprendidos en la segunda parte 
de la Teoria de la eiasticidad, á 1a que iiemos llamado 6 po- 
demos Hamar Dinámica de ta Elasticidad '. 



SL 



En la teoria general de la elasticidad, todavia hemos de 
distinguir dos casos; y esla es una niieva división: 

1." Cuando las deformaciones son infinitamente peque- 
ñas, es decir, cuando cada punto, bajo la acción de las fuer- 
zas deformantes, se separa infinitamente poco de su posi- 
ción primitiva; y esfe es el caso que por lo común se consi- 
dera, porque es relativamente el más sencillo, aun cuando 
8US dificultades, como veremos luego, sean casi siempre 
enormes. 

2." Cuando las deformaciones son finitas, lo cual cons- 
,tuye una teoría de la elasticidad mucho más dificil que la 
primera, y que recientemente ha sido estudiada por varios 
matemáticos, sobre todo por Mr. Duhen en una obra de 
que daremos cuenta á su tiempo. 

Por último, como en rigor tratamos de un problema de 
Física matemática, y el punto de partida de tudus estos pro- 
blemas, como decíamos en el curso anterior, es siempre una 
hipótesis, advertiremos que aquf, en rigor, pudieran eslable- 
cerse dos: ó bien admitir la continuidad de la materia, ó su- 
poner que los cuerpos están divididos en elementos infini- 
tamentepequeños, es decir, en átomos ó en parlículas, en 
,|azadas unas á otras por fuerzas internas. 

A primera vista, parece que esta última hipótesis es la 
[íie más se adapta á la experiencia, ya sean estas fuerzas 
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inlernas, acciones á distancia, ya acciones transinitklas por 
algún flúido, que se extienda entre unas y otras partículas. 

En cambio, la continuiclad es la que más se acomoda al 
cálculo matemático, porque permite substituir á las sumas, 
las integrales, y porque la continuidad, cuando se trata de 
un número inmenso de puntos, es la que más simplifíca las 
operaciones; bien es verdad que á veces á costa de la rea- 
lidad. 

La hipótesis de la continuidad es una especie de inter- 
polaci6n entre términos dtscrctos de series de trcs dimen- 
siones. 

Poisson y el mismo Lamé se preocuparon mucho de este 
problema, y aunque después algo se ha prescindido de él, 
en obras, por olra parte de gran mérilo, bien pudiéramos 
decir que éi se venga, cuando al fin de los cálculos presenta 
dificultades sobre la continuidad de algunas derivadas. 

Pero no anticípemos las ideas; contentémonos con recor- 
dar, que en forma elemental, no diré que tratásemos, pero 
si que apuntamos estas dificultades en la conferencia 5/ del 
curso anterior, al substituir á una serie discreta de puntos 
materiales una continuidad de puntos, y analíticamente, á 
una serie de ecuaciones en di/erenciales simultáneas, una 
sola ecuación en difcrcnciales ó derivadas parciales. 

Pudimos liacer csto siinplificando e! problema, pero fué 
prescindiendo del equilibrio de los punlos exiremos, dificul- 
tad que veremos surgir eti el caso general al tratar de las 
ecuaciones de los Hmites. 




Vamns, pues, á empezar el estudio de la Teoría de la elas-i 
ticidad cn el caso de deformaciones infinitamente pcqueñasl^ 
ya respecto al equilibrio, ya respecto á la cuestíón dinámia 
y uno y otro problema, el estático y el dinámico, ó bien parl 
sistemas indefinidos, ó bien para sistemas limitados. 
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La Teoría de la elasticidad puede estudiarse de diversas 
maneras y por diversos métodos: to decíamos en la con- 
ferencia anterior; y para entendernos, dábamos nombres á 
estos diversos métodos, escogiendo los de aiitores insignes. 

Asi anunciabamos, que estudiaremos la Teoria de la elasti- 
cidad : 

1." Por el mC'todo de Caucliy. 

2." Por el método de Lamé. 

3.° Por el mélodo de Poincaré. 

4." Por los métodos de la Termodinámica. 

IY podemos agregar: 
5." Que terminaremos el estudío de la Elasticidad por el 
so de deformaciones fínitas, según Duhen. 
Claro es, que no pretendemos hacer un estudio completo 
esta inmensa leoria, á que insignes autores han consa- 
grado obras voluminosas é importantisimas memorias y es- 
tudios, y que al fin y al cabo, palpita, por decirlo de este 
modo, en la Teoria de la luz, en !a Termodinámica, y en las 
modcrnas teorfas de la electricidad, aunque en estas úllimas 
se Irate de una elasticidad especialisima: la del éter y la de 

ti medios dieléctricos. 
Así es que á todas las anteriores subdivisiones de la Teo- 
I de la elasticidad, pudiéramos agregar olra más, á saber; 
1." La elasticidad de los cuerpos ponderables, que es ia 
sticidad clásica. 
2." La elasticidad del éter ó elasticidad eléctrica. 
Y no pretendemos, volvemos á repetirlo, hacer una ex- 
sictón completa de dichas teorias; toda una vida serla in- 
suficiente, por lo menos, sería insuficiente la mia, para tal 
empresa. 

Sólo aspiramos á dar ciertas nociones, que sirvan como 
de preparación, al estudio de las obras y memorias especia- 
les, sobre la maleria. 
Erapecemos, pues, por la primera de las cuatro partes 
e antes indícábamos, á saber: 



Teoria de la elasticidad, &egún e1 método de Cauchy. 



El ilustre autor supone, que el sisteina elástico que se 
considera, se compone de una serie de moléculas, punlos ó 
particulas ponderables, á pequeñísimas distancias unas de 
otras, pero de dimensiones infinitamente pequeñas compara- 
das con estas distancias. 

Entre cada dos de dichos puntos, m y m' , se supone que 
existen fuerzas centrales, es decir, que van de punto á pun- 
to, cuya intensidad depende del producto de las masas m 
y m' y de una función de la distancia,/(f), qtie es la que 
Uamábamos en una conferencia del año anterior, función de 
Saint-Venant. 

Esta función es continua, sus derivadas son contínuas tam- 
bién; cuando r es suficientemente pequeña, / es negativa, es 
decir, representa una repulsiún; luegü pasa por una posición 
de equilibrio reduciéndose á cero; después es positiva y de- 
crece al fin, hasta ser despreciable cuando sigue creciendo r. 

Precisamente por esta propiedad de /de poder represen- 
tar atracciones y repulsiones, el sistema es elástico, y existe 
un equitibrio de elasticidad. 

Si siempre representase una atracción, los puntos se apro- 
ximarían constantemente; ¿hasta cuándo? 

Si, por el conlrario, siempre representase una repulsióti, 
el sistema tendcria á difundirse en el espacÍQ, como sucede 
con los gases ¿hasta dónde? 

Se admite, además, en el caso generat, que sobre cada 
punto m puede actuar una fuerza ó resuttante exterior, por 
ejemplo, la acción de la gravedad: todos los puntos m, m',... 
tendrán, en efecto, un peso. 

Por último, si et sistema está envuelto en una supsrficie 
Ifmite, en cada punto de esta superficie actuará en general 
una fuerza exterior. 

Esta fuerza padrá representar la acción del medio am- 
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iente sobre el sistema, y, en un caso cualquiera, será obli- 
^ia respecto á la stiperficie; pero si no existe ni rozamiento, 
i viscosidad. ni adherencia, ni ninguna acción análoga, la 
QCpresada fuerza será normal á dicha superficie. 
Sobre estas acciones en las superficies limites, precisare- 
5 las ideas más adelante. 
[ En la figura 4.' hemos representado cuanto acabamos de 




riauFR 4.* 



rid 

t 



idicar. A saber: un sistema l'lim¡tat!o por la superficie S, 

y comprendiendu un número inmenso de puntos m, in', m" 

Cada dos punlos m y m' están enlazados por la fuerza/ refe- 
rida á la unidad de niasa, fuerza que podrá ser atractiva ó 
íputsiva, según sea la distancia mni'. 

Sobre cada punto m, m', m" actúa una fuerza exterior 

también referidas estas fuerzas á la unidad de masa. 

En cada punto a de la superficie obra unafuerza P, refe- 

rida á la unidad de supcrficie, que sí tiende á introducir el 

punto a en Vserá una presión, y si tiende á separarlo será 

una tensión. 

Por virtud de las fuerzas F, f y P ei sistema se deforma 
hasta Ilegar á una situación de equilibrio; de modo, que cada 
punto del sistema, por ejemplo, m, no ocupará la posición 




que ocupaba a1 principio: asi m habrá tomado la posición m, 
determinando un desplazamiento elá'stico mmi que supone- 
mos infinitamente pequeño, y además ¿infinitamente pequeño 
respecto á cualquiera de las distancias m m' ? Ya lo verenios. 

El problema de la elasticidad se puede ahora definir mate- 
máticamente en los dos casos, el del equiltbrio, 6 el del mo- 
vimiento. 

Los datos son: 1.°, V, es decír, un conjunto de masas en 
determinadas posiciones, que dependerán de la estructura del 
cuerpo; 2.°, la ley de las fuerzas internas/, es decir, la fun- 
ción / (r); 3.°, las fuerzas exteriores F y los esfuerzos sobre 
lasuperficie límite P, que si el sislema es indefínido, total 
ó parcialmente, es decir, cn una dirección 6 en todas, des- 
aparecerán en todo en parte. 

Estos son los datos. 

Las inci^gnitas serán las síguientes: 

1." Si se trata de un problema de equilibrio, dichas in- 
cógnitas serán los desplazamientos, tales como inin,, cuyas 
componentes paralelas á los ejes, representaremos por 
u, V, w: y para resolver el problema será preciso determi- 
nar u, v, w, para cada punto en funciún de las coordenadas 
X, y, z de dicho punto, 

De suerte que el problema del equilibrio elástico estará re- 
suello, cuando tcngamos tres funciones, que nos den los va- 
lores de u, v, w para cada punto del sistema, ó sea: 

v = 3(x, ;<,?), 



En rigor, hay otras incógnitas, por decirlo asi comple- 
mentarias, á saber: las presiones ó tensiones interiores; pero 
el estudio de éstas más bien corresponde á los métodos de 
Laraé y Poincaré. 



— 45 — 

En e! sistema de Cauchy pueden también establecerse y 
se deducen y las deduciremos de u, v, iv, pero son más 
fundamentales en los otros métodos. 

2." Si se trata de uii problema de Dinámica elástica, los 
datos serán los mismos; sin embargo, tiabria que agregar el 
estado dinámíco inicial, ó sea, los desplazamientos iniciales 
de los puntos para í = o y ias velocidades también iniciales. 

En todo caso, las inciignit.is son las mismas, ii, v, w, pero 
entra una variable ¡ndependiciite más, el tiempo t. 

Por tanto, resolver el prublema de los movimientos elás- 
ticos, es determinar a,v,w, en funcií'm de las coordenadas y 
del tiempo. Y así, resuelto que sea el problema, temdremos: 

it = -'i (x, y, z, t), 
V = |;, (jc, y, z, t), 
w = Vi (^' >"' ■^' 0- 

Por medio de estas ecuaciones será dado conocer en cada 
insianíe t y para cada punto (x, y, z) cuáles son los despla- 
zamientos («, v, w) de ese punto, qué velocidad y qué fuer- 
za aceleratriz posea en ese instante; y hasta eliminando et 
tiempo entre cada dos ecuaciones podremos determinar las 
delatrayectoria, tomando por coordenadas u, v, w, y refn 
riendo dichas coordenadas á tres ejes paralelos á los ejes x, 
y, z, y que pasen por el punto que se considera, como 
origen. 

No habrá para cllo más que substituir después, en vez de 
X, y, z sus valores para el punto en el instante inicial, valo- 
res que serán las constantes de la trayectoria. 

En estos problemas esfán comprendidos, en rigor, los 
problemas de la Acústica, la Teoría clásica de la luz y, en ge- 
neral, laTeoria de los movimientos vibratorios. Dictia teoria 
fué tambián la que int;ntamos aplicar á algunos ejemplos 
para la teoría de! calor en el curso precedente. 




Advirtamos, para complefar estas nocianes preliminares, 
que para el equilibrio general del sistema, será preciso que 

las fuerzas F..... y P satisfagan a las seis ecuacicmes del 

equilibrio de un ciierpo sólido: las tres componentes totales y 
los Ires ejes de los pares deben ser cero. 

Con las fuerzas interiores /..... no hay que contar, porque. 
como son igualos dos á dos, se anulan sus efectos en las 
ecuaciones anteriores. 



Séannos permitidas todavía algunas observaciones para 
completar y aclarar lo que precede. 

Respecto á las fuerzas F. ya dijimos en la conferencia an- 
terior que, por ahora, supondremos que son el resultado de 
atracciones entre masas poiiderables; s¡ fueran afracciones 
elécfricas ó magnéticas, deberiamos hacer de ellas un estu- 
dio especial. 

El tipo de estas fuerzas Fes el de la gravedad; y claro es 
que, en este casn, como para todas las fuerzas centrales, 
dichas fuerzas /^tienen una función de fuerzas: es decir, que 
sus componentes son las derivadas, con relaciún á x, y, z, 
de una funciún de estas tres variables. 

Respecto á !as fuerzas /, ya hemos dicho, que asi el méfo- 
do de Cauchy, como casi foda la Física matemática clásica, 
supone que son fuerzas cenfrales, que van de punfo á punfo 
en la recta que los une; y fambién dijimos, que esfa hipótesis 
es un tanto aventurada y que convendrla prescindir de ella. 
Porque fijemos las ideas y recordemos algo de lo ya ex- 
puesto. 

Si f(r) puede representar fuerzas atractivas para cierfos 
valores de r, y fuerzas repulsivas para ofros valores, es de- 
cir, si / puede cambiar dc signo, es preciso que tn m y m' 
entre no sólo el elemento pondcrable, ó sea la materia ordi- 
naria; porque la materia ponderable, actuando según la hi- 
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pótesis newtoniana, no puede hacer otra cosa que atraer, y 
/tendría siempre el mismo signo. 

Los piintos m y m' no pueden, por lo tanto, estarsimple- 
mente compuestos de materia ponderable: han de tener éter 
6 electricidad, ó algo que en la práclica represente e! elemen- 
to repiílsivo, á fin de que la función de Saint-Venant tenga la 
propiedad, que le dábamos en las conferencias del año ante- 
rior y qu^^ hemos reproducido en la Teoría de la elasticidad. 
Podremos suponcr, por ejemplo, que cada dos puntos m 
y m' (fig. 5) se componen; 
de dos núcleos de materia 
ponderable, a, a', de forma 
esférica, y de dos atmósfe- 
ras eléctricas, b, b', de forma "" "' 

también esférica y concéntri- fioum s.° 

eas con las primeras. 

En esta hipútesis particularísima, y siendo todo simétrico 
alrededor de la recta a a', será legitimo suponer, que las 
fuerzas son centrales y la función/fr^ resultaráde las atrac- 
ciones y repulsiones entre a, b y a', b'. 

Una dificultad subsistirá todavia, y es que, si las atraccio- 
res y repulsiones indicadas varian, como se supone en la 
Teoría de la electricidad . en razón inversa del ciiadrado de 
ia distancia y siempre se conservan las formas es/éricas, no 

C 

Érá existir la función de Saint-Venant; porque ^ stempre 
factor común de todos los términos, y las curvas Ry A 
7, conf. 3.' del curso anteríor) no se cortarán. La teoría 
seria ilusoría. 

De todas maneras, al cambiar de forma las atmásferas 
eléctricas, ya por la aproximación de las dos moléculas, ya 
por la influencia de las rcstantes. la hipólesis de las fuerzas 
cenlrales se hace cada vez menos verusimil. 
iDe todas maneras, en los trabajos clásicos de Navier, 
sson, Lamé, Cauchy y otros ya citados, dificuUad es ésta 




— 48 - 

que no se discute, porque la hípútesis de lasfuerzas centra- 
les parecia la más natural, y, sin aiializarla, se la admitia 
como indiscutible, suponiendo á priari, que todas las accio- 
nes eran centrales y que yariaban con la distancia. 

No insistiremos, pues. sobre este puiito por ahora, ni 
discutiremos otra hipútesis: la de que el calor represente 
la fuerza repulsiva; porque de este modo no se resuelve 
la dificultad. 

Una última observación sobre las fuerzas P {fig. 4.*), que 
actúan en la superfície del sistema, cuando éste no es jnde- 
finido. 

Realmente la dislinción entre fuerzas exteriores F y fuer- 
zas que actúan sobre la superficie P, es más propia del mj- 
todo de Lamé, que del metodo de Cauchy. 

En rigor, decimos, en este último método, ¿qué más da 
un punlo situado en la superficie, que en el interior? 

El punto a de masa m^ estará sujeto á las acciones de to- 
dos los demás puntos del sistema V, y además á la fuerza P, 
como m" está sujeta á la fuerza F. 

Así, pucs, por ahora, no haremos distinción ninguna en- 
tre los puntos interiores y los puntos límiteSj como no la ha- 
cíamos en los ejemploselementales dcl curso anteiior, (con- 
ferencias 4:', 5." 6.'), cuando estudiábamos el equilibria ó la 
vibración de un sistemacompuesto por dos, tres 6 más pun- 
tos materiales en linei recta. Lo mismo planteábamos las 
ecuaciones de equilíbrio dc los puntos interiores, que las de 
los puntos exfremos. 

Eran distintas, pero todas se contaban para la integración 
del sistcma. 



Planteemos ahora: PrJmero: las ecuaciones de equilibrío 
de uu sistema sujeto á fucrzas interiores y exterior.s, es de- 
cir, á fuerzas/y F, y por la razón indicada no hablamo des 
fuerzas aplicadas á la superficie limite. 



Consideremos un puiilo /;(„ del sistema {fig. 6) y vamos 
á establecer sus ecuaciunes de equilibrio, que serán tres, re- 
lativas á las tres componentes. 

Debemos ante todo, fijar las condiciones iniciales de equi- 
Itbrío; definjendo el estado del sístema antes de que actúen 
las fuerzas deformadoras. Y aquí encontranios divergencia 
en los autores, porque unos suponen que en el estado de 




equiHbrio natuml todas las fuerzas exteriores F, que actúan 
sobre cada punto a, dan para cste punto una resultante nu- 
la, definiendo precisamente por e-sta condición, el equilibrio 
naturai; á diferencia del equilibrio forzado, quc resulta de 
la aplicaci6n de todas las fuerzas. Es deeir, que en el equi- 
librio natural el sistema está entregado á sí y á sus fuerzas 
internas no más; y aun fiay otra dislinción importante, que 
al tratar del método de Lamé disculiremos. 

Mr. Poincaré cree inútUes tales restricciones, y nosotros 



Mguiremos su opinión por los mutivos que explicaremos 
más adelanle. 

Determiiiaremos, pues, las ecuacíones de equilibrio, supo- 
niendo quc se parte de un esfado fnicial en que entraii fuer- 
las extenores. 

El punto /río ocupa inicialmenle la posición a (fig. 6.'). 

Bajo la acci6n de las fuerzas deformantes viene á ocupar 
la posición b: de modo que ab representa su desplaza- 
miento. 

Olro tanto puede decirse de cualquíer olro punto; asi a' 
sufrirá el desplazamiento a' b' y ocupará la posÍci6n 6'. 

Y para el equilibrio dc m„ sera preciso, que las tres com- 
ponentes sobre el punto b que resulten: 1." de los esfuerzos 

que ejerzan todos los demás puntos del sistema, b', b" 

sobre m„, y además 2.", de las nuevas fuerzas exteriores, F; 
será preciso, repetimos, que dichas tres componentes sean 
iguales á cero. 

Llamando P,, Q, , R^ las componentes de la acción de b' 
sobre b; y F¡, Fy, F^ las componentes de la fuerza total F 
que actúa en b, las ecuaciones de equilibrio para el punlo b 
serán : 

SP -r/no/^x-0 , 

lQ + m,Fy = Q (1) 

2/? + mof; = ' 

EI signo V se refiere á lodos los puntos del sistema me- 
nos b, para comprender la acción de lodos ellos sobre este 
üllimo: es decir, á P,, Pg Q,, Q, R,. R. 

Además advertiremos. que la fuerza exterior F corres- 
pondiente al punto m„ que al empezar el desplazamienlo ac- 
tuaba según /\„ al fin del despíazamiento y al llegar al equi- 
librio, actuará en b, según F= F^, y paralelamenle á Fo, 
pueslo que en la pequt'ña distancia ab, puede suponerse 
que conserva su dirección y su magnitud: en úllimo análisis, 
la misma fuerza aclúa en b que actuaba en a. 



Segundo: Las ecuaciones (1 ) son, pues, las ecuaciones del 
equilibrio elástico; las ecuaciones del movimiento serán á su 
vez, llamando x, y, z las coordenadas del punto b. 



á'x 



^SP +mofx 






- = -^¡í + m,.F, 



en las que claro es, que las fuerzas P, Q, R del segundo 
inienibro no están referidas á la unidad de masa, sino á la 
masa efectiva de cada punto; entrarán, pues, en cada tér- 

mino uno de los factores moffíi, mom-^ 

Ahora bien. en vez de tomar las coordenadas variables del 
punto b, á saber: x, y, z, conviene tomar las tres compo- 
nentes del desplazamiento ab, que hemos designado por 
H, V, w; y como en este caso se tiene evidentemente, siendo 
Xg, y^,, z„, las coordenadas del punto a en el estado inicial de 
equilibrio, 

x=x^-i-u, y=ya-\-v. z = 2o + w. 



por lo tanto, 










d'x _ d'u 

dl' dt' ' 


d'y _ 

dl' 


_ d'v 
" dl' ' 


d'z 
dt' 


d'w 
dl' 



puesto que x,¡, y^, Zo son las constantes, que definían la si- 
tuacidn inicial de a, tas anteriores ecuaciones del movimien- 
to elástico del punto b pudrán escribirse de este modo: 



MÍIta 
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mo-^ = yQ + moF, (2) 

at^ 






Podemos estudiar á la vez las ecuaciones (1) del equilibrio 
y las (2) del movimiento. 

Cada una de las fuerzás P, que, como hemos dicho, es la 
componente paralela al eje de las x de la acción, por ejem- 
plo, de b' sobre b, será desde luego, llamando.p á la distan- 
cia bb' (fig. 6.). 

P=mo/ni/(p)cos(f, x); 

en que / representa la función que, para abreviar, hemos 
llamado en el curso anterior, función de Saint-Venant. 

Ahora bien; el valor de P depende evidentemente de la 
posición de los puntos b y b\ y éstos, á su vez, dependen 
de la posición de los a, a', y de los desplazamientos ab 
y ab\ 

Dichos desplazamientos, están definidos cada uno de ellos 
por sus tres componentes: 

UyVyW para el punto 6, 
^xf ^\y ^\ para el punto b\ 

Así, pues, podremos decir, que cada componente P está 
definida por una función o de este modo: para la acción de 
b' sobre b 



^ • 



= Tl (*»' -Vo' ^n- X\r yi, 2i, U, V, W. 1/,, 



, w¡, nia, /ii); 



f de igual suerte para la acción de los puntos restantes 
t", 6"' sobre b. 



= 'iÍJCo' >■«. ío. x-1, y... z-., u. V. w, u^, v,,H's, /lío. ^s) 

= ?i (Xo, yo, ¿u. -fa. J'a. ■^a. í/, V , IV, /1^, l*», Wn, /Tln, /"a) 



vp = 2;?: 



Estudiemos ahora la forma general de ■;„ sin perjuicio de 
precisarla después con algunas liipótesis respeclo á la cons- 
titución fisica y geométrica de cada sistema. Lo que nos im- 

Iorta estudiar es la parte 
ue entra en Jas ecuaciones generales, así del equilibrio 
como del movimientü, y que representa para cada punto la 
componente total, paralela al eje de las x, de las acciones 
de las fuerzas internas sobre b. 

Claro es que. en 1;, entrarán todas las componentes de 
los desplazamientos tle todos los piiníos del sistema, puesto 

(jue según vemos los valores de P, , P«, P.^ contienen: 
cual nos prueba, que si el problema está planteado ana- 
Utlcamente, ya para el equilibrio, ya para el movimiento, la 
solución analitica sería de lodo punto ilusoria para ambos 



Tenemos, en efecto, tantas ecuaciones como incógnitas 



Pt 



. U, V, W, íí,. 



//, V, W, I/m, 



, Wt 




■AM 



a, V, w, U|, V,, w, , es decir, 3n siendo n el númetx) 

de puntos, pero este número de puntos es cnorme; para 
nosotros como si fuera un número tnfinito: y la inteligencia 
humana si comprende teóricamente la solución de un siste- 
ma de miilones y millones de ecuaciones, en la práctica 
choca contra la imposibilidad absoluta de resolverlas. 
' Es, pues, indispensable transformar el problema y eludir 
dificultades, que de frente son insuperables. 

Y aquí puede decirse que empieza una seríe de simplifica' 
dones. 



Simplifiquemos pues esta expresión IIP = Zíi como sim- 
plificaremos después de la misma manera SQ y ^R. 

La experiencia demueslra, que cuando la distancia entre 
dos moléculas pasa de cierto límile, que siempre es muy pe- 
queüo, la accii'm entre ambas moléculas, si no es teórica- 
mente nula, porque siempre quedará la atracción neutonia- 
iia, prácticamente puede despreciars^. 

De modo que en las ^ no hay que lener en cuenta, para 
el equilibrio ó el movimiento de cada punto, más que Jas ac- 
ciones de los puntos sumamente próximos al punto m¡, com- 
prendidos en una esfera cuyo centro sea el punto dado a de 
masa m^, y cuyo radio, que se llama radio de actividad mo- 
lecular £, tiene un valor pequeñisimo. 

El orden de pequeñez de t se ha determinado por las ex- 
periencias de Quincke sobre la capilaridad. 

Si se estudian estos fenftmenos en el agua, con un lubo de 
crístal recubierto interiormente de una capa finísima de plata. 
9e observa que dichos fenómenos son idénticos á los que se 
obtienen con un tubo de plata del mismo diámetro desde que 
la capa de plata alcanza un espesor de 0""",000054 (Mecá- 
nica de Appell). 

En cambio, si es nienor, se alteran los efectos capilares; 
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iuego evidentemente esta distancia puede considerarse coino 
la dislancia limite de las acciones moleculares. 

Vemos, por lo tanto, que el radio e de actividad molecu- 
lar se obtiene dividiendo un milimetro en un millón de par- 
(es y tomando de éstas 54. 

Ya es ésta una simplificación nolable de las expresioneB 
Í, porque en cada punto nio, y para calcular las fuerzas 
interiores, que actúan sobre él, basta trazar desde mo como 
centro, y con un radio e de cincuenta y cuatro millonésimas 




de railímetro, laesferadeactividads(fig. 7), y sólo compren- 
ííerá E los puntosque estén dentro de dicha esfera. 

Otro tanto puede repetirse para los puntos ríij... delsiste- 
ma; sólo habrá que tener en cuenta para cada uno de ellos, 
los puntos qu¿ caen dentro de su esfera de actividad: de to- 
dos !o5 demás del sistema V puede prescindirse. 

La simplificación anterior parece importantisima, pero aun 
asl las ecuaciones que resultasen serian en número inmenso, 
porque todavla dentro dc cada esfera de actividad hay mí- 
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llones de puntos materiales, y además el número de puntos 
cuyo equilibrio ha de establecerse es el mismo de antes: to- 
dos los de V. 

V sin embargo, esta simplificación es decisiva, porque per- 
mitirá desarrollar en serie las funciones que resuUen, y per- 
mitírá considerar cumo conslantes, dentro de la esfera de ac- 
tividad, las derivadas de u, v, w con relación á x, y, z, como 
veremos en breve. Másaún;]as fuerzas exteriores podrán 
considerarse tambíén como constantes en lo interíorde cada 
una de dichas esferas de actividad. 



Sigamos todavia las simplificaciones. 

Una de las P, la que se refiere á dos puntos mo y m„ por 
ejemplo. henios visto que dependerá de u, v, w, u^, v,, w„ 
pero si se tuviese (fig. 6). 

u = U,, l' = Vi, H" = U"!, 



1a acción elástica entre los puntos /tiu y m^ serfa la misma an- 
tes y después de la deformación, porque la recta aa' se ha- 
bria movido paralelamente á sí misma, ya que ab y a'b' son 
iguales y paralelas; y si otro tanto sucede para los demás pun- 
tos, realmente no existirá acción elástica nueva. pues la esfe- 
rílla de radio e no habrá hecho más que trasladarse toda ella 
de una pieza paralelamente á si misma. Parece naturai, se- 
gún eslo, que las fuerzas elásticas dependan, no de u, v, w, 
u,, Vi, u'i aisladamente, sino de sus diferencias 



Claro es, que sólo se trata aquí de una presunción ó de 
una hipótesis. y no de una demostración , ni de un concepto 
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evidentc; pero téngase en cuenta, que sólo hacemos por 
ahora un avance general, y que mas tarde prociiraremos dar 
demostraciones rigurosas, en lo posible. 

Con esta nueva simplificación , ^P = lVi tomará esta 
forma: 



vp = 2¡rr ^líiC" 



■•) 



Si desarrollamos la función por la serie deTaylor, tendre- 
mos, tomando los primeros términos: 

lP = l(a + b, (ií. - u) + b, (v, - i') + fcg (if, - U')). 



Las a y b dependerán de las coordenadas y las masas. 

Ahora bien, u, es el valordel desplazamiento de un punto 
que está dentro de !a pequeüisinia esfera de actividad, lue- 
go será el valor en que se convierta u, dando incrementos 
tnfinitamente pequeüos á x, y, z; de suerte que representan- 
do estos incrementos por Sjc,,, r'y„, áZg (diferencias de las 
coordenadas de o y a'), qiie serán infinitamenfe pequeños, 
podemos desarrollar i;, por la serie de Taylor, tomando tan 
sólo, por ejemplo, los primeros términos. 

Y advirtamos, en general, que en esto de tas aproxima- 
ciones hay algo de arbitrario, como vimos en el curso ante- 
rior; y que á veces, para apurar el estudio de ciertos fenó- 
menos, hay que acudir á aproximaciones niayores de tas que 
se aceptaron al principio. 



Tendremos, pues: 



1 1 d^-u . , 

— ?x' 

2ldx^ 



dx 

, d'u . , , d^u 
dy- (fz^ 



-7- '->' + T- 
ay d z 



dxdy 



dxdz dydz ' J 



que para abreviar la escritura, escribiretnos de este tnodo: 
dx 2 [ t/x' dxdy J 



extendiéndose cada 2 á las tres variables x, y, z. 

Recordemos aliora, que en la serie de Taylor los coefi- 
cientes se refieren a! panto inicial, de modo que para todos 
los puntos de la esfera de actividad, es decir, para m',„ m"u, 

m"'„ las derivadas de u tendrán el mismo valor respectívo, 

el de fTio, y podremos más adelante sacarlas fuera del signo T. 

Del mismo modo, obtendremos: 



-v"-^! 



[^ 



ii"+2í 



dx 2 1 dx' 



d*v . , 1 

6x5y I 

dxdy 'J 

J'-^- SxSyl 
dxdy J 



y substíluyendo los valores de u, u, v, —v y u', - iv en 
el valor de ^P, sacando las derivadas fuera del signo £, 
como antes deciamos, y representando por A, B, C, coefi- 
cientes que dependerán para el punto mi, de X(¡, >'o. ■^o. de to- 
das las masas comprendidas en la esfera de actividad de m« 
y de todas las o, tendremos: 



LP=^a-\-A, -\- A, 

dx dy 



du d*u 

dz dx* 



dy dz- dxdy dxdz dydz 

+ a,í:^ + a;!í^ + a,-Í'L + b,Í^+b;Í^+ 

dx dy dz dx^ ay' 

+ fi," — + c, -^-^ + c/ -^ - 

dz'' dxdy dxdy 



áydz 



, . rfiv , . . rfiv , . 

+ As—~ + A^ --~ + A, 

dx flv 



,, dw 



, d'-w 






dy 



d'W 
dxdy 



dz 

+ C 



+ B,^ + B, 



dx- 
d'w 
dxdy 



dy' 
d'w 
áydz 



ó, abreviadamente, 
•LP=-£.a+'ÍX.A 



dx dx- dxdy 



en que una II se refiere í x, y, z y \a otra á u, v, w. 

En una palabra, el segundo miembro es un polinomio ii- 
neai üe las derivadas de primero y seguiido orden de u, v, w, 
con relación á x. y, z, todas re/eridas alcentro de la esfera 
de actividad. 

Como si no hubiera deformaddn y, por lo tanto, u, v, w 
fuesen cero, y también las nuevas fuerzas F, la primera 
ecuac¡6n de equilibrío (1) 



ilo + A, 



du 



■ + mn /^i = 0, 



se reduciría á 



i;a -=0, 



y lo mismo puede rcpetirse para las otras dos ecuaciones; 
resulta que pueden suprimirse íífl y los dos análogos. 

En resumen, las ccuaciones de equilibrio del punto mo, 
podrían ponerse bajo esta forma: 

sr^-ííí- + vjB-ílií- +2;>;c-^ +™.F. = 0, 
dx dx^ dxdy 

ZKAh-^+ZKB),-^^ 
dx dx* 

+ ZZCC;. -/-^ +/"„^, = 0, 
dxdy 



i/x dx' 



y las ecuaciones dei moviiniento elástico se presentarian bajo 
ta misma forma, agregando á los primeros miembros, 






d^-v 
dt^ 



Todas estas ecuaciones que parecen coinplicadas, en el 
fondo son exfraordinariamente sencillas. 

En efecto, las ecuaciones de equilibrio son polinomios li- 
neales de las derivadas de u, v, w de primero y segundo 
orden respecto á jc, y, z\ y los coeficientes dependen, como 
hemos dicho, de Xa, Vo, 2„. además de todas las masas 
comprendidas en la esfera de actividad, y, pcr último, de 
8x, uy, \z, para todos los puntos de la esfera de radio t. 

A estos polinomios hay que aE;regar: para la primera 
ecuación, innF,; para la segiinda, nioF,.; para la tercera, 
fiaFi.'é igualar á cero estos tres resultados, 

La misma torma tienen las ecuaciones del movimiento, sin 
más que sumar á las anteriores, como antes deciamos, las 
fuerzas de inercia. 

Todo esteanálisis elemental no tiene otro objeto, que ha- 
cer comprender á mis oyentes la marcha genera! de estos 
problemas y cuál es la primera simplificación, que se in- 
troduce en esta Teoría de la elasticidad, y que la hace posi- 
ble, pues de otro modo no podríamos resolver ninguno de 
sus problemas. 
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Esta simplificacióii, que es !a que hemos efectuado, con- 
en substituir á las ecuaciones primitivas, que son 
las que se obtienen aplicando á los puntos libres las ecua- 
ciones generales de !a Mecánica, que para el equiÜbrio son 
ecuaciones en términos finifos de u, v, w, y para el caso 
general, es decir, para el caso del movimiento, constituyen 
ecuaciones diferenciales simuliáneas, con un número enor- 

me de funciones ti, v, w , es decir, tantos grupos como 

puntos, y una sola variable independiente /; consisle dicha 
símpüficación, repelimos, en substituir á estas ecuacioncs 
otras en diferencialcs ó derivadus parciales reducidas á tres 
ecuaciones. 

Todos estos son pormenores triviales seguramente, pero 
necesarios, á mi entender, paraorientar á los principiantes. 

^H En la conferencia pr6xima desarrollaremos todavia todas 

^Hlas ideas. 

EI carácter de conferencias que doy á !os presentes estu- 
dios, ya orales, ya escritos, me permite una amplitud en la 
exposición, que no tendria, si se fralase de un curso divi- 
dido en lecciones 6 de una obra didáctica, en que todo se 
ba de encadenar 16gicamente, en que loda repetición debe 
larse y en que el estilo ha de ser constantemenle precisu 
levero. 

En cambio, como ya he dtcho en otra ocasión, en estas 
mferencias tengo gran liberfad, de la que ampliamenle he 
í aprovecharme , sacrificándolo lodo á la claridad del pen- 



nferoncl^i tercera. 



Señores: 



samjento y, si es posible, á la sujesticfin cíentífica que pueda 
ejercer sobre mis oyentes, 

Me aprovecho. pues, de esta circunstancia para repetir, 
condensando, lo que expuse en la última conferencia. 

Dije en ella, que en el m6todo de Cauchy se consideraba 
cualquíer sistema elástico , limitado ó ilimitado, como un con- 
junto de puntos sujetos á fuerzas interiores, todas eilas cen- 
trales; á fuerzas exteriores distribuídas en ia masa; y, si el 
sistema era limitado, á tuerzas que actuasen sobre la su- 
perficie. 

EI problema consistia, si se trataba del equilibrio, en de- 
terminar las componentes del desplazamiento u, v, w, en 
funciAn de las coordenadas de cada punto, ó sea para cada 
punto del sistema. 

Si se trataba del movimiento, en determinar, asimismo, 
dichas componentes del desplazamiento para cada instante 
y para cada punto, ó sea: u, v, w, en función de x, y, z y t. 

No habia para ello más que aplicar, en cada masa, las tres 
ecuaciones de la mecánica á los puntos libres, con lo cual 
tendríamos : 

1." En ei caso dej eqiiilibrío, n grupos de tres ecuacio- 
nes cada uno, siendo n el número de puntos ó masas; por 
consiguiente, tantas ecuaciones como incógnitas. 

2." Si se tralaba del movimiento, lendríamos, asimis- 
mo, 3/í ecuaciones diferenciales, que serían evidentemente 
ecaaciones diferenciales simulláneas de segundo orden. Las 

funciones serían u, v, w; «,, v,, iv, , y la única varíable 

independiente, el tiempo. Las coordenadas de cada punto re- 
presentarán el papel de conslantes dc ¡as ecuacianes. 

Todo esto resulta de que las fuerzas internas entre cada 
dos puntos, dependen de los desplazamientos de estos pun- 
tos, según lo desarrollamos minuciosamente en la conferen- 
cia anterior. 
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Nada más senciUo que el planteamiento del problenia:es 
un problenia de Mecánica racional de extraordinaria sencillez. 

Pero, una vez planteado, la resoluci6n de las ecuaciones 
es absolutamcnte iinposible, y la solución del problema ilu- 
soria de todo punto, porque el número de puntos n es enor- 
me; es de millones y millones; para la infeligencia humana 
es como si n fuese infinito. 

Las Matemáticas no saben, meiordicho, i;o pueden resol- 
ver un número infinito de ecuaciones. 

Esto parece á primera vista, y, sin enibargo, tan peligro- 
sas son las proposiciones absolutas, no sólo cuando revelan 
soberbia, sino cuando reftejan modestia, que al aventurar la 
proposición anterior, hemos cometido un error que en breve 
vamos á rectificar. 

Para elio, propongámonos transformar el problema intro- 
duciendo en él diversas modlficaciones. 



En la conferencia úllima, introdujimos dos simplificacio- 
ciones: de gran importancia la primera, y la segunda que 
transformaba el problema de tal suerte, que en vez de dejar 
un número infinito de ecuaciones, las reducfa sólo á tres. 

\." Observando que las fuerzas interiores entre dos pun- 
tos son desprecíables, cuando la dislancia entre dicfios pun- 
tos pasa de un limite á que se üama radio de acfividad mo- 
lecular, para obtener los componenfes de las fuerzas interio- 
res, que actúan en cada masa, trazamos alrededor de ésta, 
como centro, una pequeña esfera de radio e, cantidad que 
Ilamábamos radio de aclividad y prescindiamos por comple- 
to del resto del sistema. 

Es decir, que sobre cada punto, StMo ejercen influencia 
dírecta para el equilibrio ó para el movimiento los puntos 
maieriales que están dentro de su esfera de actividad. 




Más claro; en un sistema V, fig. 8.", para establecer las 
ecuaciones de equilibrio dei putito m, sólo se contará, en el 
cálculo de las fuerzas ínternas, con los puntos que están 
dentro de la esfera c; para el punto m' sliIo se contará igual- 
mente con los puntos interiores á e', y asi sucesivamcnte. Y 
en cada caso se prescindirá en absoluto del resto del sis- 
tenia V. 

Dichas esferas e, tienen por radio t. 

Esto es lo mismo, que haclamos en el curso anterior al 
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estudiar el equilibrio ó el movimiento de una serie de puntos 
en linea recta, cuando suponíamos, que para cada puntu 
sólo habfa que tener en cuenta los dos inmediatos entre los 
cuales estaba colocado: lo que en aquél casu era íq es en 
este caso t. 

Simplificación importante, pero no porque reduzca á lími- 
tes prácticos el número de ecuaciones. Estas continúan 
sieudo en número 3/í; es decir, un lu'nnero de millones y 
millones, que para nosotros es como si fucra infinito. 

En cambio, como s61o se tomarán cn cuenta valores 
de 1/, V, w, niuy próximos, es decir, para puntos compren- 
didosen la esíera e, las diferencias de las componentes de 



I 



los desplazamieiitos i/, - u, v^ — u, iv, — u"..... SLTán su- 
mamente p;queñas, y serán licitos los desarrollos en serie 
Itmitánclonos á las pnmeros térniinos. 

2." En cambio, la segunda simplificación es transcen- 
denlal, y tanto, quehace el problema posible; cuando no lo 
seria si fuera precisj manejar 3n ecuaciones, ya que el nü- 
mero n es inmenso. 

Recordarán mis oyentes, que después de desarrollar las 
ecuaciones del equilibrio del moviniiento, y de hacer en ellas 
varias simplificaciones é fiipótesis, llegábamos á tres ecua- 
ciones para el equilibrio de cada punto, que abreviada- 
mente podremos expresar de este modó: 

A, + mo/^.=0, 
y á otras tres anilogas para el movimiento; es declr. 



-|- ff'ü /\r — '"l 



A, + m^Fy - 



iP u 
ílt- 
d'v 
df 

d* w 

dr- 



si f se refiere á la unidad de masa. 

Representanios abreviadamente por las A polinomios li- 
neales, que contienen todas las derivadas de 1." y 2." or- 
den (ie y, V, w, respecto á x, y.z, en que los coeficientes 
son funciones de las masas y de las coordenadas del punto 
que sc considera, y cuyo equilibrio ú cuyo moviniiento ex- 
presan las ecuacioncs anteriares. 

La forma general de estas ecuaciones cs la misma para 
todos los puntos del sistema, si es indefinido; y para todos 



los puntos mcnos los dc ttna zona cíe espesor t, si es limt- 
tado. 

En efecto. todas ellas tendrán los tres términos que que- 
dan indicados: primcro, el polinomiu lineal respecto á las 
derivadas que hemos llamada -\; segundo, ia componente 
de F, y terci.'ro. la fuerza de inercia. 

Respecto á a, para todos los puntos del sistema indi- 
cados anles, tendrá la misma forma, puesto que ya hemos 
dicho que es un polinomío lineal respectoá 



líU 


du 


dit 


dv 


du' 


dx 


dy 


dz 


líX 


dx' 



es decir, á las derivadas de ii, v, w. de primero y segundo 
orden con relación á x, y, z. Por otra parte, los coeficientes 
de los diferentes términos son sumas, que se forman dc la 
misma manera dentro de cada esfera de actividad; de suerte 
que sólo dependerán de jc. y, z, y serán funciones de estas 
variabtes independicntes. Si e! cuerpo fuese íiomogéneo, 
serian coeficientes constantes en toda la extensiún del 
sistema. 

Luego ias 3 n ecuaciones primitivas püeden considerarse 
condensadas en s61o tres ecuaciones, dejando A x, y, z su 
variabilidad. 

En suma, en vez de las 3 n ecuaciones prímitivas que 
eran simultáneas, tenemos tres ecuaciones en diferenciales 
parciales, siendo u, v, n' las funciones, y siendo x, y. z 
las variables independientes para el caso de equilibrio, y 
I, y, z, i para el caso de movimiento, 

Las X. y, z eran constantes del sistcma en las primitivas 
ecuaciones de la elasticidad, y son variables indepcndientes 
cn las ecuacinnes cn dcrivadas parciales. 

El problema ha pasado de ser imposible, por el número 
enorme de ecuaciones, á ser posible, porque ya no hay más 
que tres ecuaciones diferenciales. 



S6Io que antes teniamos una sola vanable independiente, 
el tiempo, y ahora tenemos cuatro variables independientes 
en el caso general ó del movimiento interno del sistema. 

Además, las ecuaciones son de las. más senciUas, puesto 
que son diferenciales parciales, lineales, y sólo de segundo 
orden. 

Sin contar con que todavía hemos de simplificar extraor- 
dinariamente el número de términos, cuando apliquemos el 
verdadero método de Caucliy; pues cuanto vamos diciendo 
hasta ahora no son más que generalidades de dicho método 
para la mejor inteligencia de mis oyentes. 

Por último, los coeficientes de estas ecuaciones lineaJes, 
en general, serán funciones de x, y, z; pero cuando se trate 
de sistema homogéneo, los coeficientes de las derivadas se- 
rán constantes, como antes indicábamos. 

Y todavia, como veremos en la lección próxima, la sime- 
tría del sistema, si existe, nos permitirá simplificar notable- 
mente las tres ecuaciones fundamentales. que expresan el 
equilibrio ó el movimiento en ciiaíquicr punto interior del 
ststema. 

Asi y todo, como veremos, el problema es enormemente 
dificil, y sólo puede resoJverse por completo en algunos ca- 
sos particulares. 



Estas dificultades nacen. desde luego, de dificultades pro- 
pias á todo problema de inlegraciún; pero aun secomplican 
en este caso por la última simplificación, que hemos intro- 
ducido. 

Esta simplificación hace posible la solución del problema, 
que de otro modo no lo serfa, sino para un corto número 
de puntos aislados. 

Pero hemus conseguido esta inmensa vcntaja á costa de 
una nueva compllcación. 



- 68 - 

Hemos reducido las 3 n ecuaciones del problema á tres 
ecuaciones no más, aplicables á casi todos los puntos de V, 
menos á una zona del mismo sistema lindante con la super- 
ficie límite y de espesor s. 

Más claro: si V es el sistema de puntos (fig. 9) y está li- 
mitado por la superficie S, trazando una superficie inte- 
rior S' paralela á la primera y á la distancia s, todos los pun- 
tos del espacio V^ comprendido en dicha superficie S\ se en- 
contrarán en el mismo caso y darán lugar á ecuaciones de 
equilibrio de la misma forma y en que los coeficientes 
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serán funciones idénticas de x, y, z, que sólo variarán de 
un punto á otro por la substitución de unas á otras coorde- 
nadas: así por ejemplo, los puntos /tzi, /t?^, /725, dan lugar á 
ecuaciones diferenciales parciales de la misma estructura al- 
gébrica y que pueden estar comprendidas en un solo grupo 
de tres; basta substituir á Xj,y,,Zi, del punto/TZi las jc^, 
y.y, Zo del punto m<¡ 6 x.,, y,-, z.,, del punto m^, es decir, que 
tendremos un solo sistema en que x, y, z, serán las varia- 
bles independicntes, además del tiempo si se trata de un 
problema del movimiento. 
Pero no se puede aplicar lo que acabamos de exponer ni 



á puntos qiie están eii la supcrficie S [li á piintos de la zona 
de espesor i, 

Por eiemplo; para el punto /71^ que está en Ja superficie S 
no existc esfera de actividad e coino para los puntos del es- 
pacio V„ sino una semiesfera p„ quc será la que marque el 
ümite dc las >' correspondíentes al punto m.^; luego ya los 
cocficientes de las ecuaciones diferenciales tendrán fornias 
I dístintas y las ccuaciones no serán de) tipo general antes 
\ jndicado. 

Si el cuerpo no es homogéneo los coeficientes de las ecua- 
ciones diferenciales para /íí¡, serán funciones diferentes de 
las que hemos hallado para el polinomio i , 

Y si el cuerpo es homogéneo. serán constantes para toda 
1a superficie limite, pero constantes diversas de las que co- 
rrespondená los puntos interiores. 

Es más; veremos en la lecciím pr'ixima, que los coeficien- 
tes de las derivadas de primer orJen, se anulan par razones 
de simetria dentro de U esfera de actividad, pues esta sim- 
plificaciAn no piiede aplicarse á la esfera e¡ del punto m«^. 

De manera qu¿ tenemos ecuaciones generales, que se re- 

llucen á Ires para todo e1 espacio V^ , que es casi todo el es- 

pacio V; pero estas ecuaciones no se aplican á la zona 

IV - V, de espísor s. Las ecuaciones para esta zona son 

jdistintas á las anterioresen la forma y en loscoeficientes, y, 

^n embargo, para la integración hay que tenerlas en cuenta, 

Ktrque dicha zona influye en el equilibrio ó en el movimiento 

tfe las masas contedidas en V,, no directamente, pero si por 

ptrssmisión, si ia palabra vale. 



Pero la dificultad es todavía mayor: hasta aqui hemos con- 
[(riderado dos casos extremos; ó que el punto pertenecia al 
ispacio V| como m¡^, mi, m^, 6 que pertenecía á la superfi- 
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cie como m,y, pero puede suceder, y este será el caso gene- 
ral, que el punto pertenezca at interior de la zona, como m„ 
y sus ecuaciones de quilihrio no serán ni de la forma que 
correspnnde m,, ni de la que corresponde á m^. De suerte 
que, en rigor, si para el espacio V, hemos conseguido redu- 
cir el número infiiiito de ecuaciones diferenciales á tres. este 
número infinito de ecuaciones, batiéndose en retirada, si se 
me permite la frase , se iian reconcentrado en la zona de es- 
pesor -z para la cual todas son distintas. 

Precisamente estas ecuaciones son las que establecen ta 
continuidad entre el espacio V, y la superficie. 

Querer identificar desde luego las ccuaciones diferenciales 
de la superficie S' con las ecuaciones diferenciales de la su- 
perficie limite 5, prescindiendo de la continuidad que esta- 
blece la zona, á priniera vista es un absurdo y una imposi- 
bilidad. 

En los otros métodos para resolver et prnblema de la 
clastÍcÍdaJ, que esfudiaremos después del de Cauchy, se 
procura salvar estas dificultades por diferentes medios más 
6 menos ingeniosos, más ó menos atrevidos; pero la dtfi- 
cultad siempre palpita en el fondo, como veremos en dife- 
rentes ejemplos. 



Para uu dejar ninguna Juda, voiveremos un poco aírás 
en este análisis, aclarando un punto, que no hcmos dilucida- 
do por completo, aunque es tan sencillo, que hasta resulta- 
ria inútit ta expticaciiün, si no fuera pnrque me he prijpuesto 
allanar por completo el camino á mis oyentes, evitándoles 
toda duda ó confusión, al mcnos hasta donde yo pueda. 

La reducción de las ecuaciones diferenciales siniultáneas 
en nümero infinito á tres únicas ecuaciones en diferenciales 
parciales, se funda en esta circunslancia: que una vez ex- 
presadas u,vyw, por medio de sus coeficientes diferencia- 



I 



- 71 - 

les por virtud de la fórmula de Taylor, todas las ecuaciones 
primitivas se convierteii en polinomios de primer grado de 
dichas derivadas, y que sus coeficientes, para cada tres ecua- 
ciones relativas á !as tres componentes de las fuerzas inter- 
nas, son funclones de la misma fonna, en x. y, z, porque de 
la misma manera se obtienen. 

Pero en estos coeficientes entran las masas. ¿Entrarán del 
mismo modo, y continuarán siendo los coeficientes de las 
ecuaciones de la misma forma en x, y, z'i 

Eslo sucede evidentemente. 

Porque recordando cómo se han formado estas ecuacio- 

is, por ejemplo, para el punto m,, podemos observar; 

1.° Que en todos los términos de i^P entran en cado uno 

%t ellos m^m.,, m^ m..,m^ m, ; además, en el lérmino F 

entra también m^, porque es /n, f, y en el término relativo á 
la fuerza de inercia, lambién entra ni,. 

2° Que, por lo tanto, podemos dividir toda ia ecuación 
por /n,, y ya no entrará ninguna masa en los dos úitimos 
términos de cada ecuación, 

3." Que en ^ P, después de dividir por m, en cada tér- 

mino cnlrará una masa m,,, m^ Pero nótese que todas 

estas masas están comprendidas en una de las pequerias esr- 
lcras e de actividad, y que, por lo tanto, si el cuerpo es ho- 
mogéneo y las masas son iguales podrá sacarse una masa 
eualquiera como factor común para todo el tírmino, y aun 
podrá substituirse por m¡, que está denlro de la misma es- 
fera. Pero aun suponiendo que el cuerpo no sea homogéneo 
y que las masas sean distintas, en úllimo resultado cstarán 
expresadas por !a misma función de x, y, z, y todas las S 6 
!as integrales que las substituyen tendrán la misma forma 
sea ciial fuerc cl punto que sc considere. 

Queda, pues, desvanecida !a duda á que antes nos refe- 
rlamos. 



L 
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Pero queda en pie, reanudando lo qiie veníamos diciendo 
antes de 1a presente digresión, la dificultad principal relativa 
á la superficie iimite. 

Y cosa singular, el problema es miicho más sencillo cuan- 
do el sistema es iiidefinido, que cuando eslá limitado. 

En el primer caso, las tres ecuaciones fundamentales, en 
diferenciales parciales de segundo orden de u, v, if , con 
relac¡6n á i, y, 7, para los. problemas de equilibrio, y á i, j». 
2, /, para los problemas del movimienfo; estas ecuaciones, 
repetimos, se apiican á todos los puntos del espacio infinito, 
sin dificultadesnicxcepciones,porquesienipre,alrededorde 
cada punto 17, se podrá trazar la esfera de actividad de a, 
y las ecuaciones tendrán Ja misma forma para ese punto que 
para otro cualquiera. 

Toda la dificultad consistirá en infegrarlas: dificultad enor- 
me por regla general, pero de distinta índole, que la que nace 
de una imposibilidad ó de una contradicción entre los térmi- 
nos del problema, como antes señaláhamos. 

Y en este caso, las condiciones relativas al instante int- 
cial, es decir, desplazamíentos iniciales, y velocidadcs inicia- 
les, si se trata del moviniienfo, pueden ser satisfechas sin 
imposibilidad alguna, en general , según demuestra la (eoria 
de las ecuaciones diferenciaks lincales dc segundo orden, y 
según vimos, para un ejemplo, en cl año anterior. 

El problema fisico queda deferminado , en un sistema inde- 
finido conociendo las masas, la distribución de éstas, la ley 
de las fuerzas intenias, es decir, la curva de Saint-Venant, 
'as fuerzas externas que actúan sobre el sistema, los despla- 
zamientos iniciales y las velocidades iniciales, y suponiendo, 
para simplificar, que sólo se trata de niovimientos sumamen- 
te pequeños. 

Pues á la vez y paralelamente, por decirlo así, está deter- 
minado el problema análitico y la solución es única, como lo 
era para las ecuaciones primitivas en diferenciales simul- 
táneas. 



- 73 — 

La solución será difícil, será insuperable quizá; pero que, 
la conozcamos Ó no, existe y es única. 

Dicho sea todo esto dentro de los limites de la Ciencia 
actual. 



Pero desde el momento en que el sistema tiene una super- 
ficie límite, las dificultades, no sólo crecen, sino que cam- 
bian de carácter, como hemos dictio varias veccs, porque ya 
las ecuaciones diferenciales del interior del cuerpo no se 
aplican á la superficie ni á la zona inmediata de espcsor e. 

Como vimos en el ejemplo de la conferencia 5.'' del año 
anterior, la ecuación 






d'-x 
dz-' 



se aplicaba á todos los puntos menos á los dos puntos ex- 
tremos, que alll eran los Jímites; porque para los puntos in- 
termedios, cada imo de ellos estaba entre otros dos, y esto 
no le sucede á l-^s punlos extremos, de modo que la integral 
que encontrábamos para la ecuación antcrior no era la inte- 
gral de todo el sistema: podrá, cuando más, ser una integral 
aproximada; pero habrá que modificarla al llegar á los pur.- 
tos límites. 

Y no se diga, queáfuerza debuscar soluciones particula- 
res para la ecuación diferencial y de formar con estas solu- 
ciones particulares, soluciones más y más generales, se sal- 
va en general la dificuttad; porque todo lo arbitrario, es 
deeir, todo lo disponibte que pueda haber en la integral ge- 
neral, silo basta para cumplir las condiciones del instante 
Ínicial, á saber: desplazamientos y velocidades para t = o. 
Y ya no queda la arbitrariedad ü la disponibilidad necesaria, 
como no sea alguna constante, para satisfacer las condicio- 
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nes de los Htnites, á saber: en el ejemplo citado, las de los 
puntos cxtremos, en el caso general las de la superficie que 
limita el sislema. 

Si se nos permite expresarnos de este modo, diremos 
que el resorte de las integrales generales, se agota en satis- 
facer á las coiidiciones iniciales, y que no queda nada para 
las condiciones relativas á los límites, exceptuando casos 
particulares, y salvo lo que resulte de un esludio más pro- 
fundo, que eso, en otra ocasión lo discutiremos. 



¿Pero no habrá modo de salvar esta dificultad? 

Sin llegar al fondo del problema, ni entrar en un estudio 
detenido, que converliria estas conferencias de pura propa- 
ganda, en una memoria ó en una monografía. séannos per- 
miíidas algunas consideraciones generales, que quizá tenga- 
mos neccsidad de aclarar y precisar más adelanle. 

La difícultad ha quedado, por decirlo así, reconcentrada 
en la zona de espesor e, que aun con ser de espesor mfni- 
mo, contieiie un número enorme de puntos materiales, ato- 
nios ñ molécuias. 

Establecer las ecuacíones fundamenlales del equilibrio del 
movimiento para cada punto y para todos ellos, es bien fácil. 

La dificullad consiste en que estas ecuaciones no coinci- 
den con las del inlerior de! cuerpo, ni á priniera vista pare- 
ce quc puedan reducirse á un tipo único; porque un punto 
en la zona i, puede tener infinitas posiciones distintas, pue- 
de estaren la superficie S' ó en la superficie S, ó á menor 6 
raayor distancia de éstas, y parece que la forma de cada 
una de eslas ecuaciones diferenciales ha de ser diversa. 

Sin embargo, haremos una indicación, que por ahora de 
indicación no pasa, qtiizá en otro momento la desarrolla- 
remos. 
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Ocurre, para soslayar en cierto modo la dificultad 6 sim- 
plificarla, hacer un cambio de variables independientes. 

Tomemos, para determinar la posición de una de las ma- 
sas comprendidas en la zona s, las tres coordenadas siguien- 
tes, (figura 10.") x, y^ e, definidas de este modo: un punto 
cualquiera a comprendido entre las superficies S, S', es 
decir, en la zona V — V^i de espesor s, igual al radio de ac- 
tividad molecular, se definirá bajando la normal ab á la su- 
perficie S, y si representamos la longitud de esta normal 




Plgura 10. 

por ty las nuevas cooordenadas del punto a serán, como 
decíamos, x, y, coordenadas del punto by ab ^^ e^ longitud 
de la expresada normal. 

No tenemos en cuenta la coordenada z, porque como el 
punto b está en la superficie S, cuya ecuación es conocida 
por ser la superficie límite, dadas x, y, la ecuación de la 
superficie 5 dará el valor de z y e\ punto b quedará deter- 
minado. 

En suma, para la zona que estamos considerando, á las 
coordenadas x, y, z del resto del sistema en el espacio V^i 
hemos substituído las coordenadas x,y, e. 



De esta manera todos los puntos de la zona límite que- 
dan definidos; porque e! punto b puede recorrer toda la su- 
perficie S, y la coordenada c puede variar desde e = o,en 
cuyo caso determina un punto de la superficie limite, has- 
ta e - E que determñiará otro punto en ta superfície S". 

Se comprende, en tcrminos generales y sin descender á 
pormenores, que nos alejarian del objeto principal, que to- 
das las consideraciones que lienios becho en esta conferen- 
cia y en la anterior respecto á x, y, z, podemos repetirlas 
respecto á x, y, e,y asi podemos llegar á tres ecuaciones en 
derivadas parciales de seguiido orden, de los desplazamien- 
tos u, V, w, con relación á las variabies independientes 
X, y, e, que se aplicarán á cualquier punto de la lona. 

Suponiendo que se sabj inlegrar esta ecuación, exacta ó 
aproximadamente, que cste es un problema de cálculo infe- 
gral distinto del problema de Fisica matemática que estudia- 
mos, habremos obtenido los desplazamientos en función de 
las nuevas variables para cualquier punto de la zona. 

Si para fijar las ideas llamamos á dichos desplazamientos 

ííji Vj, IV,, 



tendremos, una vez efectuadas las intcgraciones, las tres 
ecuaciones: 

u^ = ^ix,y,e) 

Vs = 'fi(x,y,e) 

para los problemas de equilibrio; y en general, siendo las 
nuevas », 'fi, y evidentemente distintas de las anteriores, 

ü, = 2 (x, y, e, t) 

V, =^(x,y,e, t) 
w¡ = y {x, y, e, t) 




l 



para los probiemas de movimiento. Todo esto para puntos, 
volvemos 3 repetirlo, de la zona limite. 

Ahora, es preciso que estas ecuaciunes tengan bastante g&- 
neralidad para satisfacer á las condiciones iniciales de la 
zona, que en rigor son las de la superficie 5, las cuales se 
refieren á los desplazaniienlos y velocidades iniciales y á las 
fuerzas que actúan en dicha superficie. Respecto á lo prime- 
ro, las integrales de ecuaciones en derivadas parciales de 
segundo orden tienen, por regja general, bastante latitud 
para satisfacer á dichas condiciones, y en cuanto á las fuer- 
zas, ya están comprendidas y tenidas en cuenta en las ecua- 
ciones diferenciales que hemos integrado; pero esto no bas- 
ta, es preciso que las integrales anteriores relativas á la 
zona límtte no aparezcan en contradicción con las integrales 
del interior del sistema, que podemos representarlas por 



para el equilibrio y 



u^A^x, y, z) 
V = B(x,y,z) 
IV = C{x,y,z) 

u ^ Ai (x,y, z, t) 
v^Bi(x,y,z.í) 
w = C,(x,y,z,t) 



para el movimiento. Es preciso, repetimos, que en la fron- 
tera comi'm S, de la zona límite y del interior del cuerpo, lo§ 
valores de 



»coj 
vei 



lincidan. Pero esta coincidencia se comprende que debe 
'veriBcarse, porque las ecuaciones diferenciales parciales de 
las variables x, y, e coinciden con las ecuaciones diferen- 
ciales parciales de las variables x, y, z para puntos de la 
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superficie 5„ es decir, haciendo en las primeras f = t, Y si 
coinciden ias ecuacíones diferenciales, coincidirlin las inte- 
grates disponiendo, no ya de ninguna función arbitraría, 
sino en tal caso de constantes de 1a integración, 

Todo esto se ve como intuilivamente: el desarrollo deteni 
do del niétodo sería el que pudieradaríe valor definitivo. 

Quizá más adelante apliqiiemüs estas ideas á algún 
eiemplo- 

De todas maneras, no hay que preocuparse de ia varia- 
ble z, porque ésta, lo misnio para las ecuaciones del espa- 
cio \¡ al llegar á S,, qiie para la zona Ifmite, está expresada 
en función de x, y, por la ecuación de la superficie 5, que 
es prfiximamenle igual á la de S'. 

En fin, se comprcnde que la circunstancia de ser e suma- 
mente pequeña permilirá iiitroducir simplificaciones impor- 
tantes; por ejemplo, desarrollos en series, según e, de ios 
coeEicÍentes que encontremos, despreciando desde la segun- 
da potencia dc c en adeiante. 

Asimismo como la distancia cft = c es muy pequeña, las 
derivadas primeras de u, v, v/ con relación á e podrán con- 
siderarse como constantes respecto á dicha variable en todo 
ei espesor e, y s/ilo dependientes de x, y; bastará determi- 
nar estas derivadas en los puntos b ^ c y tomar el término 
medio. 

Y probablemente podrán ígualarse á cero ias derívadas 
segundas de e. 

Volvemos á repetir que estas son consideraciones gene- 
rales, que exigen más detenido estudio y el desarrollo com- 
pleto dc los cálculos, pero que de todas maneras es posible 
que salvasen las dificultades que se cncuentran y que he- 
mos señalado al pasar del espacio interiur Vi á la super- 
ficie S. 
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Las ecuaciones diferenciales, asi del equilibrio, como del 
movimiento clástico, las henios desarrollado, como prepara- 
ción para el método de Cauchy, en toda su primitiva exten- 
sión, por decirlo de este modo. 

Asi, lus polinomios de A comprendían todas las derivadas 
de u, V, IV, de primero y segundo orden, con relación 
á X. y, z, y esto nos daba 27 coeficienles para cada ecua- 
ción y para las tres ecuaciones fundamentales y del equili- 
brío ó del movimíento 81 coeficientes. 

Claro es que número tan considerable puede reducirse 
desdc luego, porque todos ellos no pueden ser indepen- 
dientcs. 

En el interior del cuerpo sólido existen relaciones, que 
forzosamente reducen el número anterior, y esto lo veremos 
en la conferencta próxima, 

Por lo demás, tales ecuaciones pueden plantearsc con 
gran generalidad. y así las ha planteado Mr. Briot en la 
Teoria de la luz, por notaciones simbólicas, como acaso es- 
tudiemos en uno de los cursos próximos: al menos este es 
mi propósito. 



Antes de concluir la presente conferencia, quisiera insis- 
tir, sin embargo, en algunas constderaciones que ya apunté 
al prlncipio. 

La primera se refiere al método que hemos seguido, y que 
desarrollaremos en la conferencia inmediata, método que es, 
en rigor, el niismo que para el problema de la Luz y para la 
Acúslica. en la Fisica matemática clásica. 

Ya indicamos que en el mélodo seguido hay un verda- 
dero dualismo. 

Un dualismo entre el punto de partida y el desarrollo 
analítico. 

sea enlre ia discontinuidad y la continuidad absoluta. 




La hipíitesis de Cauchy supone la disconiinuidad. Masas 
en número enorme, pero separadas por distancias enormes 
también, respecto á las dimensiones de cada niasa. 

El sistema eláslica es una especie de sislema astronómico 
de cielos arcliimicroscópicos, si yale la palabra. 

La discontinuidad aqui, no nos cansaremos de repetirlo, 
es evidente; tanto, que los autores que siguen el método de 
Cauchy, empiezan planteando las ecuaciones, no con el sig- 
no integral, í , sino cun'el signo suma, il; esto hace, por 

ejemplo, Mr. Briot en la obra cilada. 

Pero avanza la aplicación del método, y el matemático 
que con él quisiera ser consecuente se encontraria con un 
número iiifinito de ecuaciones; y aquí la hipótesis de la dis- 
continuidad cambia por completo y de pronto se acude á las 
derivadas de h, v, w, y á los desarrollos por la serie de 
Taylor, que, en rigor, y en el cálculo clásico, suponen la 
continuidad. 

Realmente, si dos puntos m y m, están separados por 
una distancia r, y entre ellos no hay puntos intermedios, las 
coniponentes de los despiazamientos para estos puntos no 
seguirán una ley continua, sino discontinua; y así, siendo 

u, i', w las componentes del desplazamiento para m, 



, H',, las del desplazamiento para m,, 



es evidente, que 



Vj — V 

dx 



no serán verdaderas dcrivadas de it, v, \v; á saber, 

d u dv dw 
d X ' dy' dz 



Claro es, que esto se siipone y se hace en Física experi- 
mental, y aun en Flsica matemática, con grandes ventajas 
easi sienipre; pero también de esto resultan dificultades y á 
veces aparentes cuntradicciones. 

La subslilución de la continuidad á la discontinuidad equi- 
vale á un mslodo de inlerpolación, y preocupó mucho á los 
fundadores de la Fisica matemática. 

Equivale, repetimos, á substituir al sistema discontínuo. 
un sistema ficticio continuo. como se substituye á una serie 
de puntos una curva que pase por todos ellos. 

Pero de esto, que casi siempre es Hcito y ventajoso, y 
hasta quién sabe si tiene un fondo de filosotía. pueden sur- 
gir dificultades precisamente por la discontinuidad de las 
(lerivadas. 

Por ahora no insistimos más sobre dicho punto y pasamos 
á ta segunda observación de las dos quc antes indicábamos. 



Causa cierta sorpresa á los principiantes, y no sólo á los 
principiantes, sino á escritores de mérito, que en estas ecua- 
ciones de la Elasticidad, como en la Teoría de la luz y eii 
casi toda 1a Ffsica malcmática. las ccuaciones sean en deri- 
vadas parciales de segundo orden y de furma lineat. 

Y el principiante ve en eslas coincidencias algo extraño, 
misterioso, relaciones ocultas entre los másrecónditossenos 
de la Naturaleza, y entre sus leyes: algo así como una es- 
pecie de nueva cábala para uso de los matemáticos y apli- 
cación á la Ffsica. 

En rigor, tales coincidencias son naturales y no deben ex- 
trañarnos, 

Lo diré desde el principio en forraa muy concreta, aunque 
luego tenga que explanarlo. 

Son coincidencias, en niuchos problemas al menos, que 
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tienen su origen en haber adoptado un mismo grado de 
aproximación para los cálculos; y son casi sierapre, y en este 
problema de ta Elasticidad que estamos estudiando, conse- 
cuencia forzosa de la aplicación de !a serie de Taylor. 

Ella marca con un sello único todos estos problemas para 
el planteamiento de las ecuaciones; como luego hay otra se- 
rie, la de Fourier, que marca asimismo con su carácter pro- 
pio muctias familias de integrales, si se me permite la pala- 
bra, dando semejanza y analogia á las soluciones anaiiticas; 
las que á su vez parecen dar analogías y semejanzas á los 
fenómenos fisicos. 

Y cabe aqui Ja pregunta: ¿será que eslas ecuaciones dife- 
renciales en derívadas parciales expresen alguna propiedad 
íntima de los fenómenos de la Naturaleza? 

En rigor, á esta pregunta pueden darse dos contestaciones 
dislintas. 

Un crilico de espíritu positivista, que sólo tenga fe en la 
realidad material y eii la experiencia, que mire al cálculo 
matemático como un artificio más ó menos ingenioso de la 
intettgencia humana, pero sin que tas fórmulas representen 
ninguna tey intima y profunda de las cosas en si, tablas 
más ó menos cómodas en que se condensan los hechos, y 
cuando más, procedimientos nemotécnicos para recordar le- 
yes empiricas; todo el que csto piense y esto crea, no dará 
importancia á las coincidencias entre tas fórmutas aplícabies 
á las diversas teorías de la Ciencia. 

Pero et que considere, que ta cantidad es un concepto quc 
palpita en todos los fenúmenos naturates, y aun, si se quie- 
re, atgo asi como un parámetro de éstos; el que haga constar 
que todas las ciencias positivas se dírigen y aproximan a1 
apogeo de su perfección, cuando eliminan el concepto de 
caalidad substituyéndolo por el concepto de cantidad, quc 
es el que aparec; en todas las fórmutas y en todas las ecua- 
ciones; el que observe, que si la realidad inaccesible depende 
de las cualidades, aun en esle caso las aparíencias , la diver- 



A 



sidad, la evolución de los fenómenos pudiéramos decir. de 
la cantidad depende y á elta está fntimamente unida; el que 
^iri llegar á ser metafisico de profesión, tenga aficiones filo- 
^*^ficas, si nos es psrmitido expresarnos de este modo. éste 
*J'^ráá lasfórmulas y á las coincidencias cntre las fórmulas 
■-■ »-»3 Iranscendencia, que no le dará el primero, el crítico 
ff* «^iMÍtivÍsta ó el partidario intransigente de la Fisica experi- 

Porque si la cantidad palpita en todos los fenómenos, la 

*^ i «ncia de la cantidad y de sus leyes lógicas ha de marcar 

■^- »-a sello en todos los fenómenos, de suerte que las analogias 

^^ »1 las fórmuias indicarán forzosamente analogfas en ias va- 

^*~i acíones de los parámetros, y esto es algo que con el fenó- 

■"*^eno en si mismo se relaciona. Pero aun en tales coinci- 

<^ encias y analogfas no hay nada misterioso. 

Aclaremos esto por un ejemplo. 

Si dos parámetros » y fi de un fenómeno físico están enla- 

^^ados de tal modo, que ya en toda la extensión en que va- 

«~ ian , ya entre ciertos limites y de una manera aproximada, á 

^^_ a ncrementos iguales del uno corresponden incrementos igua- 

^^H les dei otro, 1a fórmula que los enlaza será de pnmer grado 



fl = /j -1-09, 



^iendo a , b dos constantes, 

Y si en otro fenómeno completamente distinto del prime- 
ro, pero que sólo contiene otros dos parámetros a' y (i', 
cxiste de una manera absoluta ó de una manera aproxima- 
<la la misma proporcionalidad entre los incrementos, tam- 
bién estarán enlazados por una ecuación de la misma forma 
<iue la precedente 



Y unos dirán: ¡qué maravüla, qué misterio, qué coinci- 
dencia tan prodigiosa entre dos fenómenos tan distintosl 




¿no están proclamando estas analogías 1a unidad del uni- 
verso? 

Y otros dirán; pura coincidencia casual; porque claro es. 
que la Natnraleza nada tiene que ver con estas fórmiilas 
abstractas, con estos simbolismos vacíos. 

Pues á nuestro entender ni unos ni otros tienen razón y 
todos exageran. 

La coincidencia de ambas fórmulas ni revela misterios, 
ni señala prodigios: expresa la aplicación de iina ley mate- 
mática, de una ley de la cantidad, á dos fenómenos di- 
versos. 

Si son leyes exacias, es que la cantidad de ambos fenó- 
menos, para emplear esta palabra, varía del mismo modo: 
puede varíar la velocidad de un astro por los mismos grados 
que varia la seiisibilidad dc un nervio humano, sin que esto 
nos cause asomhro. Si son leyes aproximadas, la coinciden- 
cia se explica admitiendo, que en uno y en otro ejemplo se 
ha detenido el matemático en el segundo término de una se- 
ríe, es decir, en el mismo grado de aproximación. 

Esto es natural y scnciílo y nada tiene de prodigioso. 

Pero no es tampoco casual, ni arbitrario, ni es desprecia- 
ble la coincidencia; que el hecho de aplicarse á uno y otro 
fenómeno los cánones de la lógica, las leyes de la cantidad, 
y al fin las mismas serics y hasta el mismo grado de apro- 
ximación , sin quebrantar por esto los resultados experímen- 
tales, indica un principio de unidad: ó en la Naturaleza; ó 
en el ser humano, reflecior del fenómeno; ó en ambos á la 
vez, que no se comprende que marche cada uno por su 
lado sin qiie al ponerse en relación no resultaran contradic- 
ciones perpetuas. 

En suma, el hecho de aplicar las matemáticas en mayoró 
menor grado á todas las ciencias fisicas revela, á no du- 
darío, un pn'ncipio de uniiiiid, y hasta habría quien se atre- 
viese á formular esta afirmación: la cantidad ysusleyesma- 
temáticas están en todas partes, en todos los fenómenos 



I inorgánicos (pues de otros no tratamos), en todas ias cua- 
, lidades, pudiéramos decir. 



Y lo que hemos indicado en el ejemplo senciHfsimo que 

precede, piidiera repetirse para casi todas las teorías mate- 

máticas de la Fisica. 

Si ciertas fórmulas y ciertas relaciones se expresan por 

I una suma; si cada término contiene ana caniidaii, que varla 

L de un punto á otro del espacio, es decir, que es funciftn 

i de X, y, z; si estas cantidades se desarrollan por la serie de 

P Taylor, cuyos coeficientes son derivadas referidas al punto 

de partida, y si el calculador se detiene en las derívadas se- 

I gundas, ¿qué tiene de milagroso nt de extraño, que resulten 

ecuaciones lineales respecto á las derivadas de priraero y 

de segundo orden para todos los fenómenos en que esto 

suceda? 

La coincidencia no es coincídencia, ní es casualidad: es 

l-resultado inevitable: I.", de la aplicación de Jas mismas fór- 

Lmulas ó series; y 2.'^, de! hecho de detenerse en los mismos 

ptérminos para obtener el mismo grado de aproximación. 

Pero si esto nada tiene de prodigioso, es, por lo njenos, 
l'dlgno de consideración , y vale la pena de que se medite so- 
Ibre el hecho de aplicar y poder aplicar la serie de Taylor á 
Itodos los fenómenos naturales. 

Mas, por lo mismo que esta serie es un producto racio- 
I nal y es una construcción á priori, ella nos puede dar re- 
^ultados, á priori también, de fenúmenus puramente expe- 
mentales. 

En resumen , !o á priori prelende dominar á lo á poste- 
Wriori por medio del cálculo matemático; como antes se decía, 
lla raz6n se impone á la experíencia por la apljcación de las 
■'lórmulas malcmáticas. 

Este era, al menos, el espiritu de la Fisica matemática clá- 
l'SÍca del siglo pasado. 



No ha de desconocerse que, en estos tíempos modemos, 
aquella poderosa corríente va desviándose de su cauce 
propio. 

¿Para buscar cauce más ancho y menos accidentado Ó 
para perderse en estéril arenal? 

La historía del siglo xx, cuando el siglo xx tenga historia, 
podrá contestar á estas preguntas. 



Conrerenola ouarta 




SeRORES: 



Hemos procurado, en las dos conferencias precedentes, 
dar un avance ó concepto general de la Teoria de la elastici- 
dad según las ideas de Cauchy, dejando para ésta la exposi- 
ción completa del método, tal como se public6 en los Nou- 
veaux exercices impresos en Praga y formando parte de los 
ejercicios de análisis y de Física malematica del emtnente 
autor. 

En muchas obras se tian dado extractos de dicho método, 
pero como estas conferencias tienen un carácter puramente 
elemental, escogeremos una de las exposiciones más sen- 
cillas, tomando por guía la de Mr. Laurent, que es breve y 
precisa, aunque tendremos que desarrollaria mucho, predsa- 
mente para haceria más clara y sencilJa. Cauchy reduce este 
problema, como todos los de Física matemática, á un proble- 
ma de Mecánica. 

Ya lo explicábamos en las conferencias anteriores. 

El sistema elástico.en cuestión. se reduce á un sistema de 
masas en posíciones determinadas y sujetas á fuerzas cen- 
trales é internas, todo lo cual define la naturaleza ffsica y 
mecánica del sistema en cuestiún. 



^ 
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Bajo la acción de fuerzas exteriores, el sistema se deforma, 
los puntos siifren desplazamientos, que supondremos muy 
pequeños, y el equilibrio y el movimiento es el de un sistema 
de puntos libres. 

Para cada punto hay, pues, tres ecuaciones de equilibrio, 
en que no entra el tiempo, si del equilibrio se trata, 6 tres 
ecuaciones para el movimíento, en que entran derivadas de 
u, V, u con retación á t. 

Como primera simplificactón, se admite, segi^n dijimos, que 
cuando la distancia entre dos puntos es superior al radio de 
actividad, la acción entre estos puntos es despreciable, de 
suerte, que en las ecuaciones de equilibrio de cada punto, 
Sólo se tendrán en cuenta las acciones de los puntos que te 
rodean y que están comprendidos en ias esferas de radio t. 



Pero es preciso definir la situaci6n del sistema, que se con- 
I sídera, en el instante inicial. 

Sobre este punto algo dijimos en la última conferencia, y 
aunque sobre ét liemos de insistir más adelante, bueno será 
recordarlo para fijar las ideas y evitar toda duda. 

Si representamos por A", Y, Z,... las componentes de las 
fuerzas deformantes, es decir, de las que actúan sobre el 
sistema elástico, ocurre preguntar, y este en rigor es un pro 
blcma previo: ¿en qué estado se encuentra el sistema al 
actuar sobre él las fuerzas X, Y, Z,... ya cuando lo defor- 
man, ya cuando iiacen entrar en movimientos sus diferentes 
partes? 
Deciamos que sobre este particular no estaban conformes 
( los autores. 

Unos suponen que el estado inicial es lo que llaman el 
f eslado natural; 6 de olro modo, el estado en que se encon- 
I traría el cuerpo abandonado á si mismo, sin que actuase 




ninguna fuerza exterior. Las únicas fuerzas actuantes serian 
las fuerzas interuas. 

Otros autores, van más allá, y suponen que el estado na- 
tural es aquel en quc las componentes de las presiones ó 
tensiones interiores, son iiulas; caso, como veremos en mo- 
mento oportuno, que difiere del anterior, exigiendo ambos 
un estudio especial, que no encontramos en la mayor parte 
de los tratados de Elasticidad. Los autores se contentan con 
)as indlcaciones vagas que preceden. 

Mr. Poincaré, en su notabilísimo Tratado de Elasticidad, 
prescinde en absoluto de lo que se llama -estado natural " 
y toma como punto de partida un estado inicial, perfecta- 
mente definido, que es el de la realidad, el de la Naturaleza 
pudiéramos decir. 

El sistema Vestá en equilibrío bajo la acción de las fuer- 
zas internas y de fuerzas externas perfectamente definidas, 
cuyas componentes designaremos por X,. Y,. Z, 

A este sistema es al que se aplican las fuerzas deforman- 

tes X, Y, Z ; y se trata de estudiar sus efectos, es decir, 

los desplazamientos u, v, w, para cada punto, en función de 

ias coordcnadas de este punto x, y, z y de las nusvas 

fuerzas que han de deternninar cierlas deformaciones. La hi- 
pútesis del equiHbrio inicial, en vez del equilibrio natural, no 
sólo está conforme con los hechos, sino que, como dice 
Mr, Poincaré, no dificulta en lo más minimo la solución del 
problema cuando puede hallarse dicha solución. Las expre- 
siones de u, v y iv. en funciún d; x, y. z y X, Y, Z, se ha- 
llarán del mismo modo, sea cual fuere el estado inicial, en 
virtud de la superposicián dc cfecfos, como veremos más 
adelante. 



Y entremos ya en el problema, que será repetir lo que ya 
hemos dicho, aunque en forma más concreta, desarrollando 



todos los cálculos é introduciendo nuevas simplificaciones. 

Sea el sislema V(fig. 11) limitado 6 Indefinido. 

Tomemos en él un punto A de masa m y busquemos sus 
ecuaciones de equilibrio ó movimiento. 

Como estas últimas sólo difieren de ias primeras por la 
adición de las compónentes de Ja fuerza de inercia de dicho 
punto, en adelante no hablaremos más que de las ecuaciones 
del punto, sin especificar si se frata del caso parlicular del 
cquilibrio 6 del caso más genera! del movimiento. 




Tracemos alrededor del punto A la esfera de actividad del 
radio e y consideremos en ella otro punto material A' de 
masa m'. 

Determinemos !a acción de A' sobre A y las componentes 
de esta fuerza; y lo que digamos para el punto A' podria- 
mos repetir para otro cualquiera comprendido en la esfera t. 

Primero estudiemos el eslado de equiUbrio inicial de los 
putitos m, m', bajo la acción de las fuerzas F,. 

La acción de A' sobre A depende, como sabemos, del 



- 90 - 



producto de las masas, y de una función de la distanda 
r=AA', función que es la que hemos llamado siempre, 
para abrevjar, función de Sainl-Venant, es decir, /(r). 

Pero debeinos hacer aquí una observación á fía de acomo- 
dar nuestras notaciones á las generalmente adoptadas. 

Podemos poner/(r) t»jo esta forma: 



rm 



multiplicando y dividiendo por r. 

,/w 



Y representando - 
nant será 



por /,(/■), la función de Saint-Ve- 



y suprimiendo el sub-indice, para no complicar la escritura, 
quedará: 

/-/(/•). 



en que claro es, que esta / no es la anterior. 

El objeto es evitar un denominador en los cálculos que 
siguen, y, como mis oyentes observan, sólo se trata de una 
cuestión de notaciones, 

Como las proyecciones de A A', sobre los tres ejes, no 
son otra cosa que las diferencias de las coordenadas de los 
puntos A y A', tendremos: 

proyección de A A' sobre el eje x íx, 

proyección de A A' sobre el €\^y Sy, 

proyección de A A' sobre el eje 2 Sz, 

y los cosenos de los ángulos de A A' con los tres ejes, 
serán: 
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ÍX 



cos (AA\ x) = 



r 



cos (i4 i4', y) = — i-, 

r 

cos (i4i4', z) = . 



Asi, pues, siendo la fuerza entre los puntos A y i4', ó sea 
entre las masas m y m', el producto de dic)ias masas por la 
función de Saint-Venant, que la hemos puesto bajo la for- 
ma rf{r)f tendremos para tal fuerza 

mm' rf{r): 
sus tres componentes paralelas á los ejes, tendrán la forma 



m m rf(r) , 

r 



mnirf{r) ^^ 



r 



m m rfyr) 



r 



ó bien 



mm'f{r)hx, 
mm'f{r)iy, 
mm' f{r)lz. 

Precisamente para que desaparezca la r que traian los co- 
senos en el denominador, y para simplificar la escritura, es 
para lo que se ha dado á la expresión de Saint-Venant la 
forma indicada. 

Y perdonen mis oyentes estas minuciosidades en la ex- 



plicación; á ellas acudo, no sé si acertada 6 desacertada- 
mente, pero con el deseo de no dejar la menor duda en el 
ánimo de los principiantes, que tienen Ía tendencia de dar 
importancia excesiva á cosas verdaderamente insignifi- 
cantes. 

Las acciones de todos los demás puntos comprendidos en 
la esfera t, sobre el punto m, serán de la misma forma que 
acabamos de expresar, de suerteque las tres componentes 
de las fuerzas inlernas, que actúan sobre el punto m, serán 
las siguientes: 

~ mm' f{r)ix, 

V m m' f{r) Sji, 
'ii.mm' f{r)^z. 

El signo V se extiende á todas las masas m', m", m'" 

qje ocupan el interiur de laesfera e. 

En todos los términos de S entra la masa m del punto A, 
qje es el punto para e1 que nos proponemos establecer las 
ecuacioncs de la Elasticidad. 

En carabio para cada uno de dichos términos, la m', la r 
y las í X, 5 ji, í z s?rán distinlas; unas se referirán a1 pun- 
to m', otras al punto m" , y asi sucesivamente para todos los 
comprendidos en la esfera t, menos el punto A. 

Si representamos por X^, K,-, Z^ las componentes de la 

fuerza exterior, que actúa sobre cada puntodel sistema Ven 
su estado de equilibrin inicial, es evídente que al establecer 
dicho equilibrio inicial, tendremos que escribir para cada 
punlo. tres ecuaciones análogas á las siguientes: 



X, -) '¿¡mm' f{r)f.x = o, 
Yi+Ximm'f{r)iy== o. 



w 



Cada una de ellas expresa, que las sumas de las compo- 



J 
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nentes paralelas á cada eje coordenado, asf de las fuerzas 
exteriores, como de las fuerzas interiores, es igual á cero. 

Y tiemos empleado el subindice í para recordar que se 
trata del estado tnicial. 

Es un equilibrio esiablecido y previo; y suponemos que 
todos estos grupos de tres ecuaciones, un grupo para cada 
punto de los que comprende V, quedan satisfechos por s/ 
tntsmos. 

Aqui no hay incógnita que determinar, son ecuaciones, 
volvemos á repetirlo, satisfechas por sí mismas, según el 
estado inicial del sistema. 

A dicho sistema es al que vamos á aplicar nuevas fuer- 

zas, X, Y, Z. para cada punto; éstas serán las fuerzas 

deformantes y producirán desplazamientos en todas las ma- 
sas de V. De suerle, que A vendrá á parar á B, con el des- 
plazamienlo A B. A' vendrá á & con el desplazamien- 
to A' B' y asi sucesivamente. 

En el caso del equihbrio, estos desplazamientos, cuyas 
cotnponentes hemos designado por u, v, w, son los que 
queremos determinar para cada panto, es decir, en función 
de X, y, z y de los datos. 

En el caso del movimiento para cada punto, el desplaza- 
miento dependerá del tiempo y deberemos dcterminar u, v 
y H" en funcion de x, y, z, y t. Esto lo hemos explicado infi- 
nitas veces, pero no hay que olvidar el adagio latino: las 
cosas repcfidas, aprovechan. 

Las nuevas posiciones de los diferentes puntos del siste- 

ma, serán A' , B' y en estas posiciones deberán hacer 

equilibrio las fuerzas, que desarrollan los desplazamientos. á 

todas las fuerzas del sistema, á saber: X,, Y¡, Zi 

yX Y,Z..... 

Luego deberemos establecer las mismas ecuaciones que 
antes, con estas diferencías: que los puntos ya no estarán 

en A,A', sino en B, B' Las fuerzas no serán como en el 

inslanle inicial X,. Y„ Z, , sino X¡ H- X; Y, -\-Y;Z, + Z. 
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Las masas continuarán siendo las mísmas; pero las dis- 
tancias entre cada dos puntos, en vez de ser A A' — r....^ 
tendrán por valor BB'..., que será distinta de r; y si llama- 
mos = á la diferencia, en vez de r tendremas /" + f. 

Por íiltimo, ix, ''y, í¿, eran ias diferencias de las coorde- 
nadas de los puntos A Á, y eii lugar de estas tres diferen- 
cias, habrá que substituir en las ecuaciones de la Elasticidad, 
para cada punto, las diferencias de las coordenadas de B, B' 
si se trata de las acciones de m' sobre m, ó las diferencias 
üe las coordenadas á^ By B' s¡ se trata de las acciones del 
punto B" sobre B; y así succsivamente. 

Vamos á calcular estas últimas diferencias y consideremos 
el eje de las x, porque lo que de él digamos podremos de- 
cir de los otros dos ejes. 

Proyectemos para ello el cuadrilátero AA' B' B sobre el 
eje de las x, y tendremos los cuatro puntos a, a,' b, b'. 

A tx, que entra en la primera ecuación fundamental y 
que es aa', habrá que substituirí'í''; pero tenéraos evidente- 
mente, 

bb' =aa' -\- a'b' — ab; 

ahora bien , 

aa' = >ix; a'b' = u,;ab — u; 
luego 

bb' = íj: + üj — u; 

y llamando a' u, — u, que es la diferencia enlre las dos 
componentes del desplazamiento para dos puntos infiiiita- 
mente próximos A, A', y que, por lo tanto, es una variación 
de u correspondiente á variaciones de x, y, z; llamando, 
repetimos, á esta diferencia lu, tendremos; 

bb' = lx-\-lu. 



En suma, las ecuaciones del equiltbrio elástico, después 



de la deformación por la acción de las fuerzas X, Y, Z..... 
serán de la misma forina, que las del equilibrio itiicial, ha- 
ciendo las siguientes subslituciones : 

hpor X, X, -)- X, 
Yi Yt + Y, 
Zi Zi + Z; 
por r /■ -f p; 
por 3x %x + 5u, 
ly 'hy + 3v, 
3z Iz -f-Sw. 

Resulta, pues, para las ecuaciones del equilibrio elástico 
encada punto: 

l^ X, + X+ v^m'/í'' + P) (Sj: + 8«) = 0, 

H y,-f K+i:mm'/(r-fF)(í!í' + 5v)-0. (I) 
^H Zi + Z+Smm'/('"+?)(5í-|-ÍH') = 0. 

Para las ecuaciones del movimiento bastaria agregar á 
I las anteríores las componentes de la fuerza de inercia, 

— m • , — m — — , — m 

dr di^ dí' 

del mismo modo que hicimos en la conferencia anterior. 

Una advertencia todavia; al poner en el primer miembro 
de cada ecuación las comp^nentes dc las fuerzas, hemos de 
darles el signo que les correspond;. 

Por ejemplo: si X es positiva, es decir, si la componente 
va de izquierda á derecha, deberá llevar el signo +; si al- 
guna de estas componentes fuere negativa debería entrar en 
cl prímer miembro con el signo propio: suponemos, pues, 
que X, Y, Z lievan el signo que les corresponde. 




Lo mismo podemos decir de todos los términos en que 
entra/(r + p). Sir -f = esmayorque ro, distancia del equi- 
librio en la hmción de Saint-Venant, la fuerza sobre el pun- 
to m será atractiva, y /deberá llevar el signo positivo que 

es precisamente el que le hemos dado. 



La única simpltficación que hasta ahora hemos introduci- 
do, es la de limitar á la esfera de acttvidad t las masas que 
han de actuar sobre cada punto. 

Pasemos ah^ira á la verdadera simplificación , que es la 
aplicacinn de la serie de Taylor á íu, 3v, ^w; simplificación 
que nos permitirá convertir las ecuaciones del equihbrio. 
que eran en lérminos finiíos, pero en número inRnito, en 
tres ccuaciones, en derlvadas parciales de u, v. w, con re- 
lación á X, y, 2 , en níimero de Ires. Y asimismo nos per- 
mitirá convertir las ecuaciones del movimiento, que eran 
diferenciali's simultáncas en número infinito, en tres ecua- 
ciones, en derivadas parcialcs de u, v, w con relaciún á 
x,y. z y t. 

Para ello necesitamos desarrollar algunos cálculos que, en 
rigor, son bien sencillos. 

Ante lodo, calculemos ?. 

Hemos dicho que p es ta diferencia entre BB' y AA'. 

Pero las proyecciones de AA' son 5x, ^y.iz y las de 
BB' son á su vez 5x-f íu, S>'-|-ív, Sz-f-Siv; tuego ten- 
dremos: 



^=BB' /l/l'=\/<3x-f5ü)-' + (3y + ív)--h{íz + ÍB')*- 



-\/sjc^ + 5>' + 3¿: 



y desarrollando, 



=V'3xí-|-S>'«-|-32''+2(5x5ü+Mv+íz5iv)+í«=+5v'+íiv»-- 
- -V'3i* + S;í' + ezí. 



Como las u, v, wson los desplazamientos de cada punto 
y éstos son muy pequeños, puesto que s61o se trata de de- 
formaciones infinitamente pequeñas, y como sus variaciones, 
es decir, 3//, ív. iw serán todavía más pequeñas, supon- 
dremos que estas variaciones se pueden despreciar; luego 
bajo el primer radical podremos despreciar sus cuadrados ó 
sean los tres últimos términos, y recordando que 

Ir = AA' = Vbx» + B/ + 82*, 
dremos reducido el valor de á la siguiente expresiÓn: 
pie 



p=\//--' + 2{3ííy + Syñv -I- 8z3iv) - 



p = rl I +2 — — 



^jes 

I 



Desarrollando el radical por la serie de Taylor, y no to- 
mando más que los dos primeros términos, puesto que en los 
siguientes entrarian cuadrados y productos de íu, 3v, Sw, 
[esullará: 



/. 1 „ hxiu -\-iyiv-rZziw \ 

P = 1'+2-2 ;; )-' 

por úitimo: 



P -- 



hxhu -\- iyiv + iz^w 



Podrá chocar tal vez, que habiendo despreciado iu, 3v, iw 
al principio de este cálculo los tengamos en cuenta en la ex- 
presión anterior, pero es que en la fórmula precedente todos 
los términos son del mismo ordenj porque p es del misrao 



orden de pequertez que Su, íi', 



5l 



Zy Iz 



en general cantidades fínitas. Auiique bajo el radical los hu- 
biésenios conservado, que acaso hubiera sido lo más correc- 
to, ahora aparecerían elevados al cuadrados y podriamos 
despreciarlos. 

Conociendo ya el valor de p podremos desarrollar por la 
serie de Taylor la expresión 

f ('+>). 

que entra en las tres ecuaciones (1). 

Y de todas maneras y sea cual fuere el orden de peque- 
ñez de /■ y de p, se supone en este caso, como en casi toda 
Física matemática, que el desarrollo por la serie de Taylor 
es legitimo. Si no lo fuera, porque se presentaran puntos sin- 
gulares ó falta de convergencia en ia serie, toda la teoría 
fundada en el desarrollo en cuestión caeria por su base. 

Desarrollando, pues, /y no tomando más que los dos pri- 
meros términos, tendremos 

/(r + ?)=/('■)+/■ ('■)?. 



1 



te, y por contener s-, es ya de segundo orden dentro del gra- 
do de aproximación, que hemos aceptado. 

Y substituyendo el valor de p que encontramos hace un 
momento se obtiene 



/('• + ?) = /('■) +/W 



>iX'iU + ovíi' - 



Las ecuaciones generales se convertirán, por lo tanlo, en 
estas tres, para cada punto x, y, z del sistema, 
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X, + X+ •^mm- \f(r) + /'(r) \ J 

(5i + íu) = 0, 
Y, + Y+-Zmm' [/(r) +/(r) y J 

[iy + iv) _ 0, 
/(f)+/(r) \ J 

(iz 4 i«i) = 0, 

si se trata del equiHbrio, y en estas mismas agregándoles las 
fuerzas inercia para el caso del movimiento. 

Desarrollando, obtendremos para la primera ecuación, y 
luego podremos repetir los cálculos para las olras dos, 



X, + X + 



"^mm' j 



í(ry<.x+í(r)iu + 



SjcSu -}- 3 vSv -f- SzoH' 
+ /'(r) Ix + 



Sxou -[- BySv -|- Bzíiv "1 
-f/'(r) lu\ =0. 



Pero evidentemente, la suma de los lérminos 



es cero, según la primera de las ecuaciones (e) del equilibrio 
iniclal, y por lo tanto, podrán suprimirse de la ecuación an- 
terior. 

Y obsérvese que, como Mr. Poincaré afirma con mucha ra- 
zún, el probletna no es más complicado, porque se parta de 
un estado inicial de eqiiilibrio, bajo la accit^n de las fuerzas 
ÍQÍciales Xi Yt Z/, en vez de partir de lo que se llama estado 




a3S'Jí?iB 
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natural, que sen'a aquel, según algunos autores, en que es- 
tas tres componenles fueran iguales á cero; en ambos casos 
resulta lo mismo, puesto que de todas maneras desaparecen 
de las ecuaciones fundamentales X/ y v^ mm' f{r) dr. 

Estas últimas quedan, pues, reducídas, suprímiendo en la 
prímera X/ + 2'nm'/(/-)5x, en la segunda K/4-2'"'"'/(r)!y 
y en la tercera Zi + £mm'/(r)í¿, á las siguientes: 

X-\-'Lmm\f{r)la + ~^ (Ixlu-^lylv+lzlxk 
_j_ — - .- (SxSí/ + Zylv + hzlw)(>u I = 0, 

K+£í7im' /(r)Si'+— — (5j:Sü + S>'Sv + 5zSw)Sjí + 

Í^W /'(r) 1 ^ 

1 _j_ (hxiii + hylv + izlw) üv = 

I r f{r) 

ÍZ+2;mm' /(r)2iv+~— {5iSz/ + S)'8v + 8zSn')S¿ + 

Ízlw)aw = 



, f\r) 

-\ — (oxSo +í 



Esto suponiendo que se Irata del equilibrio. 

Aun podemos despreciar los términos !'/!, íi, !(v..l 

no quedarán más que primeras potencias de íu, 3v, Sic 



Si consideramos las tres ecuaciones, que en el caso del 
equilibrío expresan el de cada punto del sistema. vemos i 
aqui claramente, lo que ya henios repetido en muchas oca- 
SÍones; á saber: que no entran más que las componentes de 
los desplazamientos y bajo forma finita, puesto que en rjgor, 




Insiderando dos puntos m y m'y llamando u, v, w, u„ Vi, if , 
I componentes de dichos desplazamientos, se tiene 

5u = i/j — u, Sv = Vi — V, Sw = w, — IV. 

I De suerte, que las ecuaciones anteríores son ecuaciones en 
irniinos finiíos y lineales respecto á las incógnitas a, v, w, 
si se desprecíaci cuadrados y productos de 5«, 5v, Iw. Todas 
las demás cantidades que entran son los datos, que dependen 
de la naturaleza del sistema y de la distribución de sus masas. 
Datos del problema son íx, íy, 3¿, toda vez que conoci- 
dos los puntos y sus coodernadas son conocidas las diferen- 



Í 



Datos del problema son todas las distancias r, si, como 
suponemoSj el pioblema esfá definido geométricamente. 
Datos del problema son todavía las fuerzas X, Y, Z..... 

Y dato del problema es, por último, la naturaleza de la fun- 
ción de Saint Venant de la cual depende /. 

De suerte que, como hemos dicho, en rigor todas la ecua- 

[ones, en este caso, son ecuaciones en términos finitos y más 

In, con la simplificación indicada, lineales de las inc6gnitas 

, V,, w, para los diferentes puntos del sistema. 

Y el número de ecuacioneses exactamente igual al núme- 
ro de incógnitas. 

Supongamos que el sistema contuviera mil puntos ma- 
teríales; claro es, que contiene un níimero infinitamente ma- 
yor denlro de la hipótesis de la discontinuidad, pero valga e! 
ejemplo meramente como ejemplo y para fijar las ideas. 

Pues si e! número de puntos es mil, el númerode compo- 
nentes de los desplazamientos será tres mil. 

Pero para cada punto hay tres ecuaciones; luego el núme- 
ro de estas ecuaciones será también tres mil, número igual 

de incógnitas. 

Tendn'amos que resolver tres mil ecuaciones de primer 




En el caso del movimiento habria qiie agregar las hierzas 
de inercta, que son las derivadas de segundo orden de u, v 
w con relación á í, y ya no serian ecuaciones en términos 
finitos, pero serfan ecuaciones en diferenciales simultáneas de 
segundo orden y de forma lineal, que es la más sencilla y 
siempre para los mit puntos del ejemplo. 



Piiede parecer extraño que insistamos, como hemos m- ' 
sistido en las conferencias anteriores y en la de hoy, sobre 
esta primera forma de las ecuaciones del equilibrio y del mo- 
vimiento elástico; que parece insistir en algo sin importancia 
ni trascendencia, puesto que á nadie puede ocurrirle, que sean 
ecuaciones para la soluciilin de un problema, las que en s¡ 
mismas, y por su número, Ilevan la imposibilídad de la solu- 
cidn. 

Esto es exacto; y sin embargo no creemos inútil llamar la 
atención de nuestros oyentes sobre estos dos hechos: que 
tas ecuaciones del equilibrio son ecuaciones lineales y en 

lérminos finitos en u, v, w , y que las ecuaciones del mo- 

vimiento, son ecuaciones diferenciales simultáneas en u, v, 

w con una sola variable independiente, /, y lineales tam- 

bién respecto á las funciones y á sus derivadas. 

Es decir, que la forma general de las ecuaciones del equi- 
hbrio será ésta: siempre despreciando en cada ecuación el 
grupo que contiene S-'íí, íi/, Sv 

Au-\-Bv + Cw+A, u, + B, Vi+C, w, + = X, 

A'u +B'v-^ Cw+ A\u, +B\ Vt+ C, iv, + = K, 

A"u-\-B"v+- C"w-^ A'\Ui + B'\v, + C\Wi -\- = Z, 



siendo \as A, B, C constantes conocidas dependientea 



■de la naluraleza del sisteina; X, Y, Z las componen- 

tes en cada punto de las fuerzas exteriores; 3ne\ número 
de incógnitas, y 3/í el número de ecuaciones. 

Una forma análoga tendrán las ecuaciones del movimien- 
to, ásaber: 

Au + Bv + Cw + A, li, -f =A'-m-^, 

A-U + B-V+ Cw + A\Ui-^ = Y-m-^, 

dt* 

A u + B V -+ Cw + A'\a. -+- = Z—m -^, 

Asl escritas las ecuaciones de la Elasficidad, podrán no 
servir para la resolución de los problemas comprendidos en 
esta rama de la Física matemática; pero, en cambio, dan la 
demostración inmediata de algunas propiedades de la Elasti- 
cidad, y esta es una de las razones de nueslra insistencia. 

l." La forma de dichas ecuaciones demuestra casi á la 
simple vista un leorema importantisimo, que pudiéramos 
llamar el de la superposictón de efectos. 6 también el de la 
superposición de movimientos y desplazamientos , en el caso 
de ser sumamerite pequeños. 

Porque ha de comprenderse bien, que estos teoremas que 
vamos á explicar se refieren á deformaciones y movimientos 
infinitamente pequeños, y en rigor son teoremas de aproxi- 
mación; aproximaciones utilisimas para la práctica, conve- 
nientes para orientarse eti la teoría, pero que no expresan la 
verdad matemática rigurosa, aunque puedan pasar á ser ver- 
dades absolutas en ciertos casos aplicando la teoría de los 
limites. 

Expliquemos, pues, fundándonos en las ecuaciones ante- 
riores, el 




Teorema sobre la auperp03ici(in ile deformacianes y movimienloa 
inflnitamente peqneflaa. 

Empecemos por la superposición de deformaciones ó des- 
plazamientos. 

Si á un sistema V, que se encuentra en el estado de equi- 

librio E, se le aplica un sistema d» fuerzas X, Y, Z y 

obtenemos para cada punto desplazamientos cuyas compo- 
nentes sean u, v, w ; 

Si al mismo sistema V, partiendo del mismo estado de 
equilibrio E, se le aplica otro nuevo sistema de fuerzas 
X', Y' , Z y obtenemos las deformaciones u , v', w' ; 

Cuando aplicásemos al mismo sistema V, partiendo del 
mismo estado de equilibrio E, ambos sistemas de fuerzas, á 

la vez X + X', K + K', ¿ + Z , la deformación resultan- 

te será la suma de las dos deformaciones anteriores; mejor 
dicho, las componentes de cada desplazamiento resultante, 
será la suma de los dos sistemas de desplazamientos, obte- 
niéndose, por lo tanto, u + u', i' + v', iv + w' 

abreviadamente, al agregarse las íuerzas y superponer- 
se, se agregan y se superponen los desplazamientos, que es 
como decir que se suman sus componentes. 

Pero esto se deduce inmediatamente de las propiedades 
conocidas y elementales de las ecuaciones lineales. 

Si u, V, w_ son los desplazamientos para el sistema de 

fuerzas X, Y, Z...... satisfarán á las ecuacíones del equilibrio 

que antes escríbimos, y que ahora no tendremos más que 
copíar. 

Au +Si'+Cb'+^,üi + OiV, + C,h', + =X \ 

A'u-i-B'v + =>' (2) 

A"u-\-B"v-\- =Z 1 




Asimismo, si i/', v', w' son los desplazamientos produ- 

cidos por las fuerzas X', Y. Z , satisfarán á las siguien- 

tes ecuaciones cuyos coeficientes serán los mismos que en 
el grupo anterior; porque se trata del raismo sistema V, que 
parte del mismo estado de equilibrio inicial £, y diclios co- 
eficientes sólo de ambas circunsíancias dependen; de la natu- 
raleza del sistema y de su equilibrio inicial; luego ten- 



u'-ffl v'-|-Cu''-|--4,iJi' + S,i','-)-C,u','-^. =A" ] 

Pü'-)-i5'v'-|- = K' (2') 

r'u'-|-fi"v'-)- =Z' 1 

lAliora bien; sumando los grupos (2) y (2') ordenada- 
nte, resultará 

A (u-f-ü')-^fí (v^v')-j^C(iv4 *') + 
+ A(«, +ij,') + 5,(;', + v,') + 

+ C^íw, + H',')+ =X+A" 

I A' (ü + «') + ff' (V + /) + = K+ K' 

A"<x + i/') + fi"(v + v) + = Z+Z' 



' Pero este sistema (3) de ecuaciones es el resultado de po- 
ner en las ecuaciones generales del sistema V, partiendo del 

equilibrio E, en vez de los desplazamientos, u + u' y en 

vez de la fuerza, X+ X 

Y como Jas últimas ecuaciones quedan satisfechas, en ra- 
^zón á que resultan de sumar íos dos sístemas (2) y (2'), esto 
^Hab demuestra evidentemente, que cuando se superpongan 
^^^ se acumulen los dos sistemas de fuerza X, Y, Z..... 
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y X, y, Z , las deforinadones que corresponderán á esf^ 
tercer sistema, será la superposición de las deformaciones 
de los dos sislemas de fuerza, es decir, que habrá que sumar 
las componentes, para obtener las nuevas componeiites. 

Ya sé que lodo esto se puede decir con muchas menos 
palabras; pero hay que recordar lo que decia un sabio ma- 
temático francés: •■ fiay libros que serian mucho más breves, 
si fueran mucho más largos-. 

Todo lo que hemos explicado para el equilibrio, se puede 
aplicar punto por punlo para el movimienlo. 

Si un sislema de fuerzas, X, V , Z...... producen sobre un 

sistema V de puntos, un movimiento elástico, en que las 
componentes de los desplazamienlos en función de x, y, zy 

de t, eslén representadas por u, v, w estas componentes 

satisfarán á tas ecuaciones, 

A u-\-Bv+Ca + Aiar+ =X-m-^^^m 

at' ^H 

A' a+ = Y-m-^^^ 

A'-u-\- =Z~m-^^. 

df- 

Si otro sislema de fuerzas X , V , Z", delermina sobre el 
mismo sisfema de puntos V, un movimienlo definido porlos 
desplazamientos a' , v' , w' , éslos salisfarán asimismo al gru- 
po de ecuaciones, 

A a'+Bv'-\-Cw-+A^tí\-\- ^X'-m^^, , 

dt^ i 

/!■"• + ->"-"'-Tn-- i 

d'vf m 
A"u'+ =Z —m , ■ 
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' y sumando ambos gnipos, en que los coeficientes A, B,C, 
I «on los mismos, puesto que del mismo sistema V se trata, 
I ■tendremos evidentemente: 

\A (ii + «') + B(v + íi')+C(»' + *') + 
+ /l,(ií, +u,')+ = A'+X'-m 

4' (íí + «') + ^Y-^Y' -m 

A"(u + u) + — Z + Z' — /H 



d' 


(u + u') 




dt' 


d' 


(V + V) 




dt' 


d' 


(». + »') 



ecuaciones que prueban que u + u', v + v', w + w' son las 
integrales generales del movimiento cuando las componen- 
tes de las fuerzas son X + X'; Y' + Y'; Z + Z 

Es decir, que cuando se superponen las fuerzas se super- 
ponen coraponentes de los desplazamientos, ó sean las inte- 
grales generales. 

Lo mismo pudiéramos decir de las condiciones iniciales, 
puesto que. desplazamientos y velocidades se componen lo 
) mismo que las fuerzas, sumando las componentes paralelas 
l á los ejes. 

Ei teorema, pues, de la superposicign de efectoselásticos, 
dicho sea en términos generales, resulta demostrado de una 
manera general y sencillisima por la consideraci6n de las 
ecuaciones lineales que preceden. 

Como se demostraria también, es cierto, por las ecuacio- 
nes diferencialcs que vamos á obtener más adelante, con 
sólo observar, que son lineales respecto á las derívadas 
de ü, V, u'. 
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Todavía de 1a forina lineal de ias ecuaciones del equiU- 
brio y del movimiento para desplazamientos infínitamente 
pcquenos, se deducen otras consecuencias importantes; qui- 
zá más importanles que las anteriores, porque al fin, éstas 
pueden demostrarse con la misma sencillez, por medio de 
las ecuaciones en derivadas parciales. que obtendremos en 
ta próxima conferencia. 

Pero las consecuencias á que ahora vamos á llegar no se 
demustrarían con tanta facilidad, como vamos á hacerlo aho- 
ra, apoyándonos en la forma lineal de las ecuaciones del 
equilibrio y del movimiento. 

Nuestro objeto es poner en armonia los resultados expe- 
rimentales con los resultados teóricos; hacer ver que cuando 
el problema fisico es determinado y no tiene más que uná 
solución, el problema análitico es determinado tambíén y la 
solución es única. 

Fijemos las ideas. 

Consideremos, en primer lugar, el caso del equilibrio. 

La experiencia demuestra, hasta donde puede demostrarlo, 
y el buen sentido lo confirma, que cuando á un sistema fisi- 
co determinado se le aplican fuerzas determinadas también, 
dicho sistema fisico no tiene, en general, más que una solu- 
ción de equilibrio. 

Decimos en general , porque en la Mecánica aplicada á las 
construcciones hay casos particulares que merecerían una 
discusión especial. 

Pues bien, para que exista armonia entre la experiencia y 
el cálculo, es indispensable, que las ecuaciones del equilibrio 

nos den un sistema de valores u, v, w, y uno sólo como 

soluciones de las ecuaciones dadas. 

Pero esto es precisamente lo que sucede, porque hemos 
visto que las ecuaciones son de prímer grado respecto á estas 
ÍQCógnitas, y dichas ecuaciones de primer grado no tienen 
más que una solución, dícho con más exactitud, un solo sis- 
tema para u, v, w. 




f aun para e1 caso en que la realidad pudiera ofrecer más 
(una so1ucJ6n, según antes indicábamos, la teorla no re- 
sulta en contradicción con la experiencia, sl la determinante 
de los coeficientes es nula y los valores de u, v, w se pre- 
sentan en forma indetermínada. 
Pero esta discusión nos llevaría muy lejos. 

^^ Consideraciones análogas podemos repetir para el caso 

^■^ movimiento. 

^BEI problema debe quedar períectamente definido, si se dan 

^%8 desplazamientos iniciales, y las velocidades iniciales 
también. Esto nos dice la experiencia, y, repetiremos lo que 
antes indicábamos, hasta el sentido común Jo afirma. 

Pero esto concuerda con la teoria de las ecuaciones dife- 
renciales simultáneas y con los teoremas de Cauchy. Las 
ecuaciones diferenciales y las condiciones del momento ini- 
cial, determinan las integrales para cada caso, salvo lo que 
en casos particulares arroje una discusión más detenida. 

A todos estos resultados, ó no se liega, ó no se llega de 
una manera tan elemental , cuando á los dos grupos de ecua- 
ciones, que hemos establecido, se substituyen, por las sim- 
plificaciones que hemos de introducir, ecuaciones en deriva- 
das parciales. Sobre todo, las dificultades son grandes cuan- 
do el sistema es limitado, si se consideran ecuaciones en 
derivadas parciales; y no existen para el caso que hemos 
considerado. 



^ Y ahora empecemos la serie de simplificaciones que anun- 
ciamos, simplificaciones necesarias, sean cuales fueren sus 
inconvenientes. Porque la forma lineal, ya para el problema 
del equilibrio, ya para el problema del movimiento, forma 

lineal, decimos, en u, v, w será muy sencilJa y muy pro- 

pia para ciertas demostraciones; pero es de todo punto im- 
posible, al menos en el estado actual de la Ciencia, para 1a 
determinacÍLin dc u, v, w 



k 



Porque, como lieinos dicho más de uoa vez, por sencillas 
que sean las ecuackraes de pnraer grado, no se resuelven 
nuiloftes y millones de ecuadones con mtUones y millones 
de incó^itas. 

En cambio , si se pusden agrupar éstas en un núniero Sní- 
to de ecuaciones, de modo que cada una de eilas represente 
un grupo infinito por la varíabilídad de x. y. z. que es k> que 
hemos tiecho en ofras conferencias, y vamos á precisar aún 
Diás en ia inmediata. el problema pasará de ser totalmente 
ímposible, á ser difictlísitno sin duda alguna, pero dentro de 
a categoría de lo hacedero. 

Hemos obtenido en esta misma conferencia para las ecua- 
ciones del equilibrio: 



r /(»■) 

f(r) 1 
(oxoa -\- oyZv -\- <ízqw) ou I = 0, 

K+Emm' /(r)3v-3 (ojc5u*t-o_voi'+Ez5H')S;'+ 

V nr) ,, , , , . , - . ,s 1 „ 

tA (ojcoü + oyjv + ozou») Sv = 0, 

I f(r) 

lZ^--^mm'\f{r)(iW'\--~ — - (&xoi/ + ',j'oy + ozoii')5z + 

\-) (5z5fl + Sj'8p+ Szoif)** = 0. 



w 



Las tres ecuaciones, que hemos descrito, se refieren á un 
punto determinado del sistema para el cual )as coordenadas 
son x,y, z, en el cual actúan fuerzas cuyas componentes 
son X, Y, Z, y las S se extienden á todos los ptintos com- 
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prendjdos alrededor de m en la esfera de actividad e. Asi' 
mismo íx, ly, Sz, lu, iv, 5tv se refieren á todos estos pun- 
tos, comparados con el punto m de coordenadas x, y, z, ya 
para determtnar las variaciones de estas coordenadas, ya 
para fijar los valores de las variaciones de los desplaza- 
mientos, 

Para cada punlo del sistema V tendremos tres ecuaciones 
de la misma forma que estas últimas. La forma será la mis- 
ma. decimos, y sólo variarán las cantidades ya expresadas 

X, y, z, X, Y, Z. las masas y las variaciones de las coor- 

denadas y de los desplazamientos. 

Y ahora vamos, como indicátiamos en la conferencia an- 
lerior, á la simplificacií)n más iniportante, á la que hace po- 
sü)le la substituciún de tres ecuaciones á un número infinito 
de ecuaciones, á saber; al dcsarrollo de ou, 5i', Sii- por la 
serie de Taylor, 

En los autores no se insiste sobre este punto, se conside- 
ra como una simple operación de cálculo, y en rigor tampo- 
co iiace falta insistir para las personas versadas en esta ma- 
teria; mas para los principiantes, para los que por primera 
vez estudían la Fisica matemática, en una palabra, para la 
mseñama, me parece, que todo esto es necesario, de lo 
contrario queda cierta nebulosidad, y por qué no decirlo, 
cierta obscuridad. 

¡Empezamos, dirian ellos. por plantear infinitas ecuacio- 
nes ó un número enorme, que para nuestro caso da'lo mis- 
mo, y por virtud de unos desarroUos, nos encontramos de 
pronto sólo con Ires ecuacioncs! Y es preciso, á mi entender, 
que los principiantes no consideren al cáJculo como una es- 
cie de j'uego de cubiletes más ó menos ingenioso. 

Cuando el cálculo da un resultado, es necesario saber por 
qué lo da y por qiié se ha escogido aquel cálculo y no otro; 
una Iransformación determinada y no otra distinta: y en acla- 
rar todo esto nos empeñamos, quizá con demasiada proliji- 
dad; pero procurando siempre apartar de la Ciencia lo mis- 




teríoso y lo confuso, para venir á parar á conceptos claros y 
tiasta vulgares. 

Prefiero qiie una explicación sea hasta infantil, por lo mi- 
nuciosa, á que sea confusa é ininteligible por lo sublime. 

A veces, y perdóneseme ia comparación, lo sublime se 
parece al pobre burgués disfrazado con manto de monarca. 



En la ecuacion anterior vamos á substituir á 2u = u, — u, 
8u = V, — V, 8w=(i'i — iv sus desarrollos por la fórmula de 
Taylor, sin olvidar que 

u, V, wson las componentes de AB (f. 1 1) desplazamiento de 
Ay 

u,, V|, Wi son lascomponentesde A'B', desplazamiento de A': 
4 es el punto cuyo equilibrío expresan las tres ecuaciones; 
y A' otro punto cualquiera dentro de la esfera de activi- 
dad c. Las S se refieren á todos los puntos tales como A', me- 
nos A. 

Todo esto ya lo explicamos al príncipio de la conferencia; 
pero como han venido después tantas digresiones , es posi- 
b!e que mis oyentes !o fiayan olvidado. 

Los desarrollos de u, , i',, w,, por la seríe de Taylor, son 
evídentemente: 



, rfu , . da 

^a-i-— — ox-f — — 

dx dy 



du 



Iz^ 



2 

d^u 



2 V rfx» 



df 



-I- 2 -íí-^ 5x5;- + 2 -^^ Sxíz 
dx dy dx dz 



dz^ 
■2 



d'' u E » \ 
dydz ) 



y análogamente para t', y iv,. 



De aquí deducíremos los valores de 
ü, — u = 5u, V, — V = iv, 



' iw 



para substituirlos en las ecuaciones generales (A). Pero an- 
tes observaremos, que en dichas ecuaciones hay una parte, 
la cuai, dentro del orden de aproximación que hemos adop- 
tado, debe evidentemente suprimirse; nos referimos al últi- 
mo grupo de términos. 
Por ejemplo: en la primera ecuación al grupo 



Este grupo contiene los productos 

que son de segundo orden, si las variaciones de los despla- 
zamientos se consideran de primero. Y como lo mismo po- 
demos decir para la segunda y tercera ecuación (A), despre- 
ciando dichos conjuntos de términos, las ecuacionesgenera- 
les quedan reducidas álas siguientes para el caso de equili- 
brio: 

lA'+2m/nf/(r)3u + ¿^ (íxSu-|-3yai'-f B^Bw^Sxl =0, 



m'^fi, 



:r)nv+ 



m 



(^Xfiu + 'iyiv -\-tziw)Zy =0, 



^Z-i-^mm-\f(r)iw+¿^(^x!>u-{'iyTiv-i~mw)iz\^ 



y á estas mismas agregando 

d'u d'v 



d'w 



para el movimiento. 




Todavia estas ecuaciones son en número 3n, es decir. 
3 para cada punto del sistema. 

Pero recordemos que en los desarrollos, por la serie de 
Taylor, de 5u, Sv, Sn', 



du 



1 d'-u ^ 



, du ^ . du . , . , « u j , , 
dx dy dz 2\dx^ 



dv ^ dv ^ dv , , 

—- Sx+— — íy + — — er + 
dx dy dz 



dx 



dy 



ly + . 



dz 






las derivadas de u, v, w, con relación á x, y, z, se refieren 
al punto de partidu ó de origen , es decir. al punto A {fig. 1 1 ), 
y únicamente á este punto. De modo que expresan las va- 
riaciones de los desplazamientos en cualquier punlo A de la 
esfera s, por derivadas relativas á su centro A. 

Para toda la esfera de actividad cuyo centro es A, no ten- 
dremos en las ccuaciones del equilibrio ó del movimiento más 
que derivadas para dicho centro A . 

Las demás cantidades que entren serán : 5x, ay, 5z, rela- 
tivas á todos los puntos de dicha esfera; pero ésfas son ver- 
daderas constantes del problema, porque son las que definen 
las posiciones de los puntos en el estado inicíat y depen- 
den de la naturaleza del sistema y del estado en que se en- 
confraba al aplicarle las fucrzas deformantes X, Y, Z..... 

Asi , y por ser dichas derivadas de u , v, w, las niismas en 
todos los términos de I¡ podrán salir como factor común, 

Pero la forma de todas las ecuaciones relativas al equiii- 
brio, será en virtud de lo expuesto, la misma con relación á 
cada punto, y sólo variará por los valores x, y, z del punfo 
que se considere. 

Esto legitima, como explicábamos en la conferencia ante- 
rior, la reducción de las 3r ecuaciones á 3 ecuaciones no 
más, con tal que consideremos kx, y, z como variables. 
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Sólo nos resta substituir en las tres ecuaciones (B) los 
valores (C), desarrollar los cálculos y ordenar por relación 
á las derivadas. Después seguiremos haciendo fodavía nue- 
vas siinplificaciones coino veremos en la conferencia inme- 
diata. 



Conferencia quinta. 

Señores: 

Hemos obtenido en la conferencia anterior las tres ecua- 
ciones fundamentales, según el método de Cauctiy, para el 
equilibrio de un sístema elástico. 

Y agregando á éstas las componentes de la fuerza de iner- 
cía, obtendremos las tres ecuaciones del movimiento, que 
serán, 

d'u 



dP 



-\- mX + '^mm' 



[/M». + /a 



(ííSu -f ^ylv -\- 



izf.w)^x\ =0, 



■ -j- m K+ ■%mm' 



(1) 



r/(r)5v-f- ¿^ {ai5ií-f Syív-I- 5z5(v)3yl =0, 

- m \- mZ -\- s, mm 

dt' 

\f(r)^w-\-^-^ (3XÍÜ-I- üy^v-^ Szíiv)';?! =0, 



De éstas nos ocuparemos tan sólo en adelante, porque es 
claro que en sí comprenden, tanto el movimiento, corao el 
equilibrio, del sistema elástíco. 



- 116 - 

Para obtener estas últimas, bastará suponer que u, v, w 
8on independientes del tiempo, con locual sus derivadas f t- 
gundas con relación á / serán iguales á cero; no habrá mis 
que suprimir el prímcr término en cada una de las ecuacio- 
nes anteriores, es decir, suprimir las fuerzas de inercia. 

Advirtamos que mientras existan las cantidades, 

iu = Ui — 11, 3v = Vi — V, 5 IV = IV, — IV, 

las ecuaciones son simuítáncas con 3n funciones «, v, w.. 
y en número 3n; por eso después de escribir las tres ecua- 
clones, hemos puesto una Ifnea de puntos suspensivos. 

Ahora.según decíamos en la conferencia anterior, tene- 
mos que substituir en dichas ecuaciones los valores de 
íu, ^1", íw desarrollados por la serie de Taylor; á satier: 



íu , , 6í/ , , ' 



(2)St, = 4^3x+4^ 5> + -^ 5z + 
ox 'iy nz 

t,w Sh' Stv 

5iv = -^ í jc + ^ 9;'+ -— 3z + ■ 
nx iy Í2 



(e'---) 



Pero desde el momento en que efectuemos dicha substi- 
tución, podremos considerar que las 3n ecuaciones se lian 
reducido á 3, condensándose cada serie de n ecuacíones en 
una sola por la idenlidad de forma. 

Además, las x, y. z, ya no serán constantes del sistema, 
sino quc las considerarenios como variables independientcs. 

Y por íiltimo, las ecuaciones, que eran en diferenciales si- 
multáneas para una sola variable independiente t, se habrán 
convertido en ecuaciones, en derivadas parciales de tres 
funciones u, v. w, y de cuatro variables independientes 
X, y, z. I. 



Si se tratase de! problema de! equilibrio, las 3/i ecuacio- 
nes en términos finitos y líneales, se habrían convertido 
también en tres ecuaciones en derivadas parciales, y las fun- 
clones u, v. w serian sólo funciones de x, y, z. 

Ahora hagamos 1a sustitución indicada de los valores 
de ^u, 0*1', ou' y desarrollemos los cálculos. Tendremos, 
pues, para la primera ecuación: 



I ífí* |_ \ rfj: dy dz 



^ + 



2 \ dx' 



2 V dx' dy' dz' 



dxdy dxdz dydz } } 

, r<r) , , / rfu . , t/ü . , du , , 1 / d'ü . , , \ V 

, /■(') >, /lív ,, <íi> ,,(/»,, 1 / rf'v ,, , \\ 
J+-U ,,,,(_,,+ _,,+ _,.+ _(_,..+ j) 

!+M,,,,,(^,,+ 4ü,,+ ^,,+I(4!^,,,+ )\ 

f V í/x dy dz 2\ dx^ } /_ 



Y efectuando los productos y ordenando por relación ; 
las derivadas de u, v, w, 




/(r). ... , dw^ ,f'(r) 



S mm'f{r)>iy + 1; m m' - 



^'(r) 



ájcív'H smm'- 



lxf>y>-z 



H zmm i-^ixiyiz+ — imm ^—^xiz^ 

dz '' dz r 

1 ,„„.„.>/<''" ,., , 14. 



^(^-+ )- 



+ L„„„'n¿L{Aii.ix' + ^ix--+ 

+ i--^(i^- + )-^ + 

H í;mm 

2 



i'i^(-^3x^'+ Ux5z. 



En la expresión anterior pueden evidentemente suprimirse 
todos los términos que conlienen las derivaclas de pritner 
orden de u, v, w, con relación á x, y, z. 

En efecto, se demuestra desde luego, que todos sus coefi- 
cientes son próximamente iguales á cero. 

Para elio se observa que las il se refiere á una esfera su- 
mamente pequeña de radio e trazada para cada punto alre- 
dedor de él como centro. 

Pero como la esfera es pequeñisima, puede suponerse con 
alto grado de aproximación , que los puntos maleriales están 
distribufdos uniformemente. 

Luego, si por e! centro, es decir, por el punto de las co- 
ordenadas x, y, z, se traza una recta de longitud r, y se 
considera el punto material situado en la extremidad, este 
punto tendrá otro simélrico, es decir, á la distancia r deí 
centro y del lado opuesto, y esíos dos puntos darán en 
cada S de las indicadas valores iguales y de signo contrario, 
que se anularán; porque siempre entrarán ano ó Ires factores 
de los ^x. iy. Sz. 
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Por ejemplo: 

en ^mrríf{r)lx 
cntrarán 

m m'f{r) 8 x y — m m'f{r) i x; 

fir) 

en sm/n' Ix^ 



Irarán, correspondiendo á8x y — 8x, 

mm 3x^ y — mm lx^\ 



f{r) 
en "imm' 8x^8y 



ntrarán asimismo 



' f{r) f{r) 

mm ±±L ix^y y - mm' ^-^ hx^iy; 



fir) 

en ^mm' SxSyíz 



f(f\ f(r) 

mm' ^^-^ 8xíy8z y - mm' IJlL ixiyhz, 



y así sucesivamente. 

Claro es, que en todos estos coefícientes la r es la misma 
para ambos términos de signo contrario, porque como he- 
tnos dicho , se toman pares de puntos simétrícos con relación 
al centro. 

Suprimiendo, pues, todos estos términos relativos á las 
derivadas de prímer orden, nos quedará como ecuación sim- 
püficada 



- lao- 



/n -^^ + /n X + — S /n m7(r) 
rfí» 2 ^^' 



V dx* dy* dz* 

dxdy dxdz dydz / 



+ lE/nm'-=^íx« 
2 r 



\dx* dy* dydz ' J = 0, 



+ -Smm'^^íx5y 

2 r 



(</*v - , , d*v ^ , , , „ í/*v 5 » \ 



H — 2/nm -^ ^ ^ 8x8z 
2 /■ 



\ dx^ dy^ dydz "^ ) 



en que no entrarán más que derivadas parciales de segundo 
orden. 
Ordenando por relación á dichas derivadas, tendremos 



m ^lJL 4. ;;iX + -^ílsmm7(r)8x» + -S:mm'^íxA + 



dt^ 



+ -f^.'¡:mm'f{r)hxly + 
dxdy 

d^ u d^ u 
H ^mmy(r)ixiz-\ 2m/n'/(r)8j^8z 

dxdz dydz 
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+ 



■^d lmm'fir)if + 1 s/nm' ^ ixny^^ + 
. d'u „ , f'(r) ^ -^ , 

+ -^^E/n/n'-=í^8x»íz+-^2:mm'^íx»íy8z 
rfxí/z ^" dydz r ' 

±uj\_ i^inm'f{r)%z^ + -^mm'í^ íx«Í^A + 

+ -^^ 'S.mm' J^ 5x»8y» + 
dxrfy r ' ^ 

+ -^2mm'^íx»íyíz+-í^2mOT'^ 8xíz?y« 
dxdz r dydz r 

^ JÜJÍLijnm' ¿^ ixnyiz + 
dxdy r 

Jll^-Zmm'^ íx«íz»+ -^ímm'^í^zííxSy^O 
dxdz r dydz r ' 

+ ^ . 1 iCTOT' ^^^ 8x»8y 
rfx» 2 r 

H £mm i— ^-i- 5x5y* 

í/y» 2 /• 

« 

^^ j_ j,^^, /J^ íx3y8z» 
rfz» 2 r ' 

, d*w í . f'if) . ,- 

rfx» 2 /• 

rfy» 2 r ' 

rf«w J^ j,^^, £(fl j^g^3 _ Q 
rfz» 2 r 
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En esta última ecuaciún podemos hacer simplificaciones 
análogas á las que hicimos para los términos en que entra- 
ban las derivadas de primer orden de u, v, iv. 

Alií, las simplificaciones se fundaban en que, dentro de 
cada esfera de actividad de radio e, podi'amossuponer una 
distribución uniforme de los puntos materiales y podiamos 
acoplarlos dos á dos en todas las Hneas, que pasasen por el 
centro, tomando cada dos masas á igual distancia de diciio 
centro. 

Como en este caso las 5x, íy, íz para ambos puntos eran 
iguales y de signos contrarios, y como en los coeficientes de 
todas las derivadas, estos facfores entraban un número im- 
par de veces, claro es que los términos de que tratamos se 
destrufan dos á dos. 

Pues ahora, la simplíficacidn se fundará, no en la simetría 
por relación al centro de la esfera t, síno por relación á tres 
planos coordenados que pasen por dicho centro; y con tal 
que una por lo menos de las cantidades 5jic, íy, 3z tenga una 
potencia impar, se demuestra fácilmente que el coeficiente 
en cuestión es nulo. 



Por ejemplo, consideremos el coeficiente de 



cfx» 



, que es 



Por e1 centro de la esfera tracemos un plano paralelo al 
plano coordenado x, z. 

Suponemos, como siempre, que en el interior de la esfera, 
la distribución de las masas es uniforme, y por to tanto. si 
tomamos delante del plano un punto de coordenada iy, ten- 
dremos otro punto detrás del plano simétrico con él , de coor- 
denada — íy, y las otras dos coordenadas 3x, Sz serán las 
mismas para ambos puntos. 

Porlodemás, la m,m' son todas iguales, ó se supone 
que son iguales en la pequeña extensi6n de la esfera, y las 




ÍBtancías desde el cenlro á ambos puntos, que son simé- 
Hcas por relación al plano, también serán iguales; luego 
la S se compondrá de pares de términos de esta forma; 



r 2 r 



9xn-Sy)= - 



, n.r) 



5x3 !y. 



que se destruirán dos á dos. 

En rigor, si el cuerpo es heterogéneo, las masas simétri- 
cas no son iguales: suponer que to sean, es admitir que el 
error que se comete es de orden superior y despreciable. 

Sobre esto acaso insistamos más adelante. 

»De todas maneras, en los cuerpos isótropos no cabe esta 
Son pormenores en que no podemos detenernos como 
Ssiéramos. 
Lo dicho podria repetirse para todos los coeficientes de 
las derivadas, menos para los tres primeros, que no contie- 
nen más que potencias pares de ^x, Sy, 3z; y además para 
dos términos: 



^m,,,.. 



dxdz 



■mz 



xnz\ 



E se encuentran en el mismo caso. 

Suprimiendo, pues, todos los térmitios, menos estos cin- 
co, la primera de las tres ecuaciones fundamentales se redu- 
e á la siguiente: 



^X + 



d'u /l 



-\— ^ mm' f(r)^x^ 4- 
, rf'ü / 1 „ - í/ ,1 , , 



líirf)' 2 r ' ^ 

¿Xííí 2 í- 



Del mismo modo es fácil transformar y simplificar !a se- 
gutida y tercera ecuacíones (I) substituyendo los desarro- 
llos (2) ordenandos por rejación á las derivadas primeras y 
segundas de u, v, w: suprimiendo todos los términos corres- 
pondientes á ias derivadas de primer orden. y otros de las 
derivadas segundas. 

Pero pueden escribirse desde luego las dos ecuaciones 
finaies con sólo comparar á la primera de las ecuacio- 
nes (1) 1a segunda y la tercera, cambiando uitas letras por 
otras como vamos á explicar. 

Copiemos la primera y la segunda ecuación del grupo (1) 
alterando en la segunda el orden de los tres últimos tér- 
minos. 

d'a 

— m 

dt' 



■ + mX+)ín 



\mu + 



/■(r) 



(SiSu -I- íyiv + SrSw) Si — 0, 



- + m Y + iLii 



\nr)Sv + 



m 



(S>i8v-|-8íSlv-|-Sj!lj)í)i 
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I En estas ecuaciones se observa, que se puede pasar de la 
mera á la segunda aplicando á aquélJa estas tres substi- 
iciones circulares 

IXV'Z'I \ u V w \ \ X y z \ 

\ Y Z X \ V w u' V z x\ 



Se dice, que se aplica una substitución circular de tres le- 
tras, por ejeniplo, u, v, w, cuando se substituye en una fér- 
mula, en vez de la primera letra u, la segunda v; en vez 
de la segunda v, la tercera w, y en vez de la tercera iv, la 
prímera u. Como si las Ires letras estuvieran escritas en un 
círculo y el círculo girase avanzando un intervalo. 

Hemos escrito las tros substituciones desarrolladas, no 
en forma abreviada (u, v, w) como se acostumbra; de modo 
que habrá que substituir en la primera fúrmula (1) por cada 
letra de las tres substituciones circulares, la que está debajo. 

Asi, en vez de la X, la Y; en vez de la Y, la Z; en vez de 
la Z, la X; que por lo demás estas dos últimas no entran 
^Bp la fórmula primera. 

^Hi'Después, en vez de la u, la que está debajo que es 1a v; 
^^0 vez de la i', ]a w, y en vez de la doble iv, la u. Y lo 
mismo podemos decir para la tercera substttución circular 
dc las X, y. z. 

Efectuando dichas substituciones, se ve, que en efecto, 1a 
primera fúrmula se convierte en ta segunda. 

Esto mismo puede repetirse para todos los desarrollos, 
mejor dicho, en cualquier estado del cálculo, y por coníi- 
guiente para las fórmulas finales, porque en último restl- 
tado es un cambio de notaciones: es la substitución de unas 
letras por otras. 

Aplicando, pues, dichas substituciones circuiares á lafi'r- 
mula (I), obtendremos directamente la transformación de la 
segunda fórmula del grupo(l) sin necesidad de nuevos 



k 



cálculos que son elemenlales 
sos. Asf tendremos: 



pero que son largos y enojo- 



- + mY^ 



dy'\2 






- — i-w 
"\2 



nf(r)tz' - 



. f(r) 



ly'dz- 



í mm'f(r)ix' 4 



. /W 



+ 2- 



nyíx'] 
.ISH 



dydz 2 



tflz' 



+ 2 



,/JW 



1/><Í3: 2 



Jji'Sjr'. 



(") , 



Del mismo modo y con la misma rapidez podemos escri- 
bir el resultado de la transFormacÍón y simplificación de la 
lercera ecuación del grupo { 1 ). 

En efecto, escribamos la segunda y la tercera ecuación, 
alteremos el orden de los términos en esta última, y ten- 
dremos 



dP 



+ mK-t-í 



/(r)5.-|- 



/■('■) 



(Sxíu + íySr + Izlw) 3y 



/(r)3H' + 



f'jr) 



(5y5v + ízoiv + 3x3u) Iz I 



Comparándolas se observa que puede obtenerse 1a ülti- 
ma, aplicando á la anterior las tres substituciones circulares 
que establecimos al principio. 

De esta manera, ia ecuación (II) se transforma en la si- 
guiente: 






dx'\2 



-\ Smm' 



\- mZ-\ ' 

df dz^ 



í - ^mmfir)hz' + 
f'ir) >,. 



^•) 



mm7{r)3x- + 



-/(1 



5¿í5x-| 



dr 



+ 2- 



~í-lmm-fir)?iy^-\- 



(III) 



. f'(r) 



dzdy 2 



Izny* 



!z»5x' + 



Las tres ecuaciones (I) (II) (III) son las tres ecuaciones 
fundamentales de! movimiento elástico, y suprimiendo las 
fuerzas de tnercia, resultan las del equilibrio; para todo el 
sistema elástico, si es indefinído, y para todo el interior, 
prescindiendo de la superficie, si estuviera limitado. 

Para escribirlas en una forma más cómoda, representa- 
remos cada uno de los coeficientes de las derivadas por una 
, según la notación de M. Laurent; y además dividire- 
( todos los términos por m, que es la masa del punto 
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cuyo equilibrio se ha esiablecido; y para simplificar notacio- 
nes en vez de ni escribiremos /n. 

En este supuesto representaremos los coeficientes de las 
derivadas en las tres ecuaciones (I) (U) (UI) del siguien- 
te modo: 



lsm/(r)3x* = ^ 

2 r 

Ly.m^-^Wz* = A", 
2 '■ 

lsm/(r)3y* = fi, 

i zm ^<^1 ^r = fi-, 

2 r ' ' 

L 'S.m LAll. §xí3z* = fi", 
2 r 

L ^mf{r) iz^ = C, 

L ^m £-^ iz* = C. 
2 r 

L Zm ^^-^ 8x*5sy* = C'. 
2 '• 



I 



(IV) 



Con estas anotaciones, las tres ecuaciones fundamentales 
pueden escribirse en la siguiente forma: 



d^u d'U. d^u 



dP 
d^'U 



dx' 



dy' 



4- j:_2L (C+ FO + 2 -f4- C' -I 2 -f-^ 



dz- 



dxdy 



dxdz 



dP dy^ dz' 

dx' dydz dxdy 

dt' dz- dx' 

.^(B+4") + 2-''*" B- + 2-^A=0: 

h,4y^ dzdx dzdy 

Hlbién se deducen unas de otras por la substituctón 
PSrcülar de A, B, C. 



^^neral 



Hemos reducido, pues, las tres ecuacioiies fundamentales 
<iel movimiento ó del equilibriu elástico á Ires ecuaciones en 
cjerivadas parciales de u, v, w con relación á x, y, z, t en ge- 
^«aeral ó á x, j^, 2 si se trata del equilibrio. 

No entran en estas ecuacioncs más que derivadas segun- 
', y no todas, pues no entran más que cinco en cada 
^cuación. 

Los coeficientes en A, B, C serán en general funciones de 
-*c, y, z que están perfectamente definidas por las ecuacio- 
»^es (IV); pero esto lo aplicaremos en otra conferencia más 
<3etenidamente. 

Claro es que las sumas, que las representan, podrán subs- 
tiluirse aproximadamente por infegrales, que dependerán de 
I3 estructura del sistcnia. 

Para que se comprenda el sentido y la significación de las 
ecuaciones (IV) que representaii como hemos visto los co- 
eficientes de las tres ecuaciones fundamentales, fijémonos 
^n uno de ellos, y lo que de él digamos, podríamos repetir 
de los demás. 




Sea, pues, el coeficiente 
1 



Sm/(r)B7». 



Este coeficiente expresa una suma, y todos los términos 
de esta suma son conocidos y en teoría podrían calcularse. 
Tomemos uno de sus elementos 

m/(r)S2', 

qiM se ceferirá á un punto determinado dentro de la esfera 
de radio s: al punto cuya masa es m. 

Todos los factores de este elemento son conocidos en teo- 
ría, puesto que se refieren al estado inlcial, que es uno de 
los datos del problema. 

En efecto, en el punto m la masa tiene un valor determi- 
nado m. 

La función / que es !a de Saint-Venant, dividida por i. 

para el problema teúrico, debemos suponer que se conoce. 

Y, por último, la posición del punto determina r y 5z. 

En resumen, puede calcularse numérícamente este ele- 

mento y todos los demás comprendidos en la esfeia de acti- 

vidad, ó sea bajo et signo ^. 

pero todo esto, que en teoria es sencillísimo, si se inten- 
tara llevarío al cálculo práctico, seria imposible por el nú- 
mero inmenso de puntos comprendidos en la esfera de 
radio i. 

Asi, en este caso como en todos los análogos, á la suma 
se substituye la integral; es decir, á ia disconlinuidad, la con- 
tinuidad: integral, que en el caso presente, por tratarse de 
una esfera, será una integral triple. 
Tendremos, pues, 




Ií 



En rigor, la masa m. si el cuerpo no es homogéneo, aerá 
listinta para cada punto de la esfera molecular; mas para 
ximplificar podemos suponer que la densidad es constante 
cjentro de dicha esfera y podremos subsliluir á la masa, su- 
poniendo que ocupa un volumen dV, y que la densidad me~ 
dia en dicha esfera es On,, el producto de esta densidad por 

volumen: así: 



Pero fijense bien mis oyentes; suponemos la densidad 
constante en la esfera de radio e, pero no en todo el siste- 
ma elástico. 

Podremos sacarla fuera de la integral, puesto que para la 
integración es constante; pero en general, y á menos que el 
cuerpo no sea homogéneo, será distinta de una esfera á otra 
ó de uno á otro centro. En resumen, será una función 

Ide X, y, z. 
I Por lo tanto: 



2 



,(;c,y,z)JJ'JrfV./(/-)52». 



K 



Tomando, por ejemplo, Ías coordenadas potares, paia la 
determinación de cada punto, y llamando (fig. 12) r á la dis- 
tancia oa del punto al centro de la esfera; 

-{/ al ángulo que forma con o4, paralela á Ox, la prc^ec- 
ción de oa. sobre el plano que pasa por o, paralelo al xy; 

y b al ángulo que forma el mismo radio con el eje oh, para- 
ielo eje de las z, expresaremos el volumen infinitamente pe- 
queño relativo al punto a por la fórmula conocida: 



dV=ab .aa' .al = 
y siendo ga = r sen 1 



r .d^ . ga .dif.dr 



dV=rd^.rs£a'i.d^.dr = r'^'¡d'id¿dr. 
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El coeficieote C, toma, pues, la forma 

C =« ^ D« (x, y. z) JJJ* r- sen OrfO .dif.dr ./(r) í z». 



•i 



i , 





Plflura 12. 



Se ve, por último, en la figura, que 

dz = og = r co%^, 
por consiguiente 

C = - Dm{x,y,z).C'^ r\ f r'fif) senS cos«erf9 . di( . dr. 
2 Jo Jo Jo 

Queda, pues, el coeficiente C perfectamente definido y las 
integrales, por lo demás, són bien sencillas. 



■» •• 







l 
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La integración respecto á r, comprenderá desde cero hasta 

radio de la esfera e. 

Pero respecto á esta últinia integración, algo tenemos que 
advertir; y entiéfldase que éstas, únicamenfe son reflexiones 
¡enerales y observaciones que hacemos de paso, para que 
oyentes comprendan, que á veces en estas teorías de la 

tica matemática pueden presentarse dificultades, que na- 
'cen de la substitución de lo discreto por lo confinuo, de las 
sumas por las ¡ntegraks. 

Facilitan estas substituciones el cálculo, hacen posible !o 
que de otro modo seria imposible; pero el cálculo tiene sus 
leyes propias, que no siempre se doblegan, ni siempre con- 
ciertan con las exigencias de las hipótesis propias de la Fí- 
sica-matemática. 

Y pronto comprenderán mis oyentes el objelo de estas 

iservaciones. 



Integremos respecto k^y resultará: 



D„{x.y,z)t r'f{r)di C\tx\UQ%''hdH.2T.; 



iíitegremos asimismo respecto á fJ y tendremos: 

tC=r.D^{x,y.z)f^ r^mdr . 1 (- cos«e)"; 
bi< 



C = ^^D„{x,y.z)f^r^f{r)dr. 



La última integral relatíva á r no podrá efectuarse míen- 
no se conozca la forma de la función de Saint-Venant, 
de la cual depende /. 



Pero dicha función para r=o, según vimos en las confe- 
rencias del curso aníerior, es infinita. y también será infini- 
ta/, con lo cual ei elemento de la integral con relación á r, 
para r=o, podrá ser infinito y la integral ilusoria é inacep- 
tables los coeficientes, y en esta hipótesis toda la teoria 
caerla por su base. 

Es necesario, por lo tanto, ó seria necesario, porque dado 
el carácter elemental de estas conferencias no podemos 
entrar en un estudio detallado de esta duda qne aparece; 
serta necesario, repetimos, analizar todos los coeficientes 
A, B, C... demostrando que no son infinitos. 

Séannos permitidas, sin embargo, algunas hipótests. 

Si la función de Saint-Venant no contuviera más que r* en 
el denominador. el elemento de la integral correspondiente 
al ccntro de la esfera, no sería infinito. Porque entonces la 
función /, que es igual á ta función de Sainl-Venant dí- 
vidida por r, contendria r' en el denominador, y tendna- 
nios/(r)-Aíp_y 



C^-^^D„(x,y.z)f- r>¿^dr= 



nD„{x.y.¿)fjmr. 



siendo /, (r) una función que no es infinita para r=o'. ta 
integral, pues, sería finita. 

Pero si en vez de la tercera potencia de r admitimos que 
las repulsiones eléctricas contienen la sexta potencia de ren 



el denominador,entonces tendriamos/(r) = 



fli± 



C^^-r.D„(x.y.z)f^, 



Lrfr^|.D.(x.y,z)/;J^pdr. 



que para r=o da un elemento infinito en la integral, corres- 
pondiendo dicho elemento al centro de la esfera t . 
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I Séattos aqul permitJda una pequeña digrésión, que en 
l nada perjudicará á esta conferencia, porque el asuntil 
ptfncipal, que era la determinación de las tres ecuacionrt 
fundamentales. está ya terminado. 

Estamos estudiando la naturaleza de los coeücientefl 

A. B, C, y acabamos de ver que dichos coeficientes no son 

^^infinitos cuando la función de Saint-Venanl conticnc ciertá 

^Hutencia de r en el denominador; pero que pucdcn ofrecer 

^Httcultades los expresados coeficientes, por presentarse bajo 

^^Dtma infinita, para otras potencias de la expresada distan- 

cia. Y sobre esto vamos á insistir, anticipando algunas ideag 

que acaso desarrollemos más adelante. 

La función de Saint-Venant, según vimos en las conferen- 
cias del ano anterior, ó la curva que la representa, es el re- 
suttado de restar las ordenadas de dos curvas; una que co- 
rresponde á las atracciones entre los dus puntos que se con- 
sideran, otra que corresp^nde á las repulsiones; repulsiones 
<iue puede suponerse que son debidas á las dos atmisferas 
«léctricas, que rodean respectivamente á los dos núcleos 
ponderables, según expusimos en una de las conferencias 
snteriores. 

Las atracciones puede admitirse, y se admite general- 
snente, que varían en razón inversa de los cuadrados de las 

«distancias, es decir, que conlienen el factor -—. 

Pero respecto á ia potencia de r, que entra en el denomi- 
lor de las repulsiones eléctricas, hay opiniones diversas 



¥ 



3; diversas hipótesis que varian desde 



hasta - 



La primera hipótesis es la que se admite en la teoria clá- 

síca de la electricidad, ya para un flúido, ya para dos flúidos. 

La segunda, es decir, la que contiene la sexta potencia 

^tíe r. es la que indica Mr. Briot en su Teoria de la doble re- 

:ción y de la díspersión de la luz. 

kY entre estos dos limites todavia hay alguna otra hipútesis. 
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De este género son ciertas vacilaciones y dificultades de 
ta Fisica matemática, de donde resultan á veces, a1 profun-. 
dizar las teorias, ya concordancias ya sus contradicciones. 
Contradicciones que no siempre son estériles, porque obli- 
gan, como acabamos de decir, á ahondar más y más en los 
problemas, y acaso á abandonar ciertas hipótesís ó á modi- 
fjcarlas. 



1 



1 



Digamos algo sobre estos dos límites extremos: — ^ y ~.. 
La fiipótesis para la repulsión, del factor— es muy cómo- 

da en la teoría clásíca de la electricidad , como veremos cn 
la segunda parte de este curso; pero aplicada á la teorla que ( 
vamos estudiando pudiéramos decir que casi la anula. 

Ya lo hemos indicado en otra ocasión y ahora vamos á i 
completar aquellas ideas. < 

Si la repulsión eléctrica fuese de la forma 



N 



I 



siendo N una constante en que entra el producto de las ma- 
sas eléctricas, puede creerse, al menos como primera impre- 
sión, que la curva de Saint-Venant no exisliría, con lo cual 
toda la teoria de la elasticidad, que vamos exponiendo, cae- 
rla por su base; á menos que no se buscasen, por otra hip6- 
tesis, otras fuerzas repulsivas. 

En efecto; si la ordenada de las fuerzas repulsivas es de 
la forma 

N 



y la de las fuerzas atracfivas, 



M 



3 



l-ordenada de la curva de Saint-Venant tendrá por expre- 



llvo el signo, que depende del sentido en que se cuenten 

$ ordenadas positivas. 
tPero es claro, que en esta hip6tesis Ja figura 7, de la 

Hiferencia tercera del año anterior, no existe. Las curvas 



ngurB 13. 



las afracciones y repulsiones no se cortan; no liay nin- 
gún valor de r, que reduzca la expresión anterior á o, como 
no sea r = 00 . De modo que ni existe elasticidad entre dos 
moléculas, ni en un sistema de moléculas unidas dos á dos, 
por la curva de Sainf-Venant. 

Hemos dicho que ésta es la primera impresión; pero hay 

esperanza de que algo puede modificarse acudiendo á dos 
itesis nuevas. 

Y como todo esto nos va á servir más adelante, permitan 
mis oyentes que insista sobre el mismo punto. 

Sean A, A' (fig. 13) dos moléculas iguales, compuestas 
cada una de una masa ponderable m de forma esférica y al- 
rededor una masa eléctrica n extendida en una capa, esférica 
también. 

Mientras estas formas subsistan, será aplicable al siste- 
ma, todo lo que acabamos de explicar, de suerte que no po- 



nt 

m 
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dríamos utilízar la curva de Saint-Venant para damos cuen- 
ta de los fenómenos elásticos. 

Pero penetrando algo más cn el fenúmeno fisico, ó mejor 
di'cho en la hip Jtesis establecida, observaremos, que estando 
en presencia anibas masas m, ni y sus atmósferas u, ¡ji, es 
imposible que éstas conserven la forma esfírica, Se recha- 
zarán en la parte interna del sistema y se acumularán en la 
parte exterinr en B y B'. 

Hemos rcpresentado, pues, en la figura, los núcleos pon- 
dcrables A, A' y hemos representado las atmAsferas en las 
partes rayadas B, B'. 

En rigor esfc problema es el de las dos esferas de Poisson 
que se estudia cn muchos tratados de Electroestática. 

No pretendemos aqui hacer un estudio minucioso de di- 
cho probiema, sino únicamente de presentar un avance por 
un cálculo sencillo y de aproximación groserá; pero que nos 
dé cierta orienlación. 

Designemos por a y a' los centros de las dos esferas pon- 
derables y suponganios que byb' son los dos cenfros de 
gravedad, ó por mejor decir, los dos centros de fuerzas de 
laa atmósFeras deformadas B, B'. 

Por último, hagamos 

aa' = r: ab = ab'^^. 

La acción reciproca de ambos sistemas se compondrá d 
cuatro partes con arregio á una de las hipótesis de la Teoria 
de la electricijad. A saber: 

1." De la atracción entre las dos masas ponderables... 



siendo » una constante, que dependerá del sistema de unMa- 
dcs que Bs elija. 



2." De las atracciones entre las masas ponderabies y las 
atmósferas etéreas; es decir, de A sobre B' y de A' sobre B, 
cuya suma, representando por ^ una constante, será, 



2^ "^t^ -^;^^ "'^ 

(aa'+a'b'y (r -{-()' 



Y 3.° De la repulsión entre las dos masas eléclricas..... 

siendo y olra constante. 

La fuerza resultante de ambos sistemas, toniando como 
positivas las fuerzas de atracción, y como negativas las de 
repuisión, estará evidentemente representada por 



-2p 



(r-h?)* 



('■+2?)'' 



dicha expresión tendrá por vaior la ordenada de la curva de 
Saint-Venant para este caso, si es que existe diclia curva. 

Para ello es preciso que cumpla con tres condiciones: 

1.' Para valores muygrandei de rdebe se positiva; y 
para r = oo debe reducirse á cero. 

2.* Debe reducirse tambiín á cero para un valor finito, 
pero muy pequeño, porque ha de ser del orden de las dis- 
tancias moleculares, y lo designaremos por To. 

3." Para r, <r„ debe !a expresión lomar el signo nega- 
tivo; y para r = debe llegar á — c». 

De estas tres condiciones, la expresión precedente sólo 
paede cumplir con la primera. 

En efecto, la expresión de que se trata, puede ponerse 
bajo esta forma: 

'■^ (-f)" (-^7) 



I Trr- 



y á medida que r crece, y cuando sea muy grande, ya que p 
és una cantidad finita y del orden de las dimenstones de la 
molécula, aunque variable evidentemente con r, se reducirá á 



cantidad posltiva si se tiene a m = + 2 ,5 m u. - v i»-' > 0; é 
igual á cero para r = « . 

Pero no cumple con las otras dos condiciones, porque la 
expresión general se deduce del primer miembro, de la des- 
igualdad anterior, dividiendo e! término negativo — yfj, por 
(r + 2s)-' y los otros dos 2íim;j y a m-' respectivamente por 
(r -}- p)* y r* que son menores que (r + 2p)-. 

Luego con más razón será positiva la expresión general 



2)m^ 



•!\'^ 



r' {r + p)' (y + 2ry 

En efecto, hemos disminuído más el término negativo que 
cada uno de los dos tcrminús positivos. 

Todo esto suponiendo que p se cuenta como cantidad po- 
sitiva, como parece natural, puesto que el centro de grave- 
dad de las masas B, B' lia de caminar hacia afucra á medi- 
da que dictias masas se alejan una de otra. 

En sum3, y sin hacer un análisis más minucioso, porque 
esto nos alejaria del objeto principal de la conferencia, ve- 
mos que la primera hipótesis, á saber, que las fuerzas repul- 
sivas varian siempre en razón inversa del cuadrado de la 
distancia, parece incompatible con ia acción de las fuerzas 
elásticas, es decir, con las propiedades fundamenlales de la 
curva de Saint-Venant. 

Resulta, por lo tanto, una contradicción, que por el pron- 
to no hemos de empeñarnos en vencer, entre la teoria clási- 
ca de la elastícidad estática y la teoría de la elasticídad y de 
las fuerzas elásticas. 



Eq l9_teoría de la electricidad estática, según la explican 
todos los autores, y según resulta de las experiencias de; 
Cííulomb, la acción entre dos masas eléctricas u, y.', ya sea 
airactiva ó repulsiva, es de la forma 



. y-' . 



de modo que en el denomínador entra la distancia por su 
cuadrado. 

Mas esta ley experimenlal está en contradicción con las 
propiedades de la curva de Saint-Venant y es impotente para 
explicar las fuerzas repulsivas que en la elasticidad han de 
desarrollarse: at menos así resulta de un primer estudio del 
problema. 

y no se diga que son casos distintos: que estas masas son 
masas eléctricas y que en la primera parte de esta d¡scusi6n 
realmente no hemos hablado de la electricidad, sino del éter, 
que va unido á la materia punderable de los álomos; porque 
en la hipótesis ya clásica de la unidad eléctrica, 6 sea de un 
solo flúido, el éter con la electricidad se confunde, según se 
explica claramente, por no citar más que una obra, en el 
preámbulo de la teoría del calor de Briot. 

Y á la verdad que en esle preámbulo se suponen expo- 
nentes distintos para r en las fuerzas atractivas y repulsivas, 
llegando á una fórmula, que en rigor, y prescindiendo de un 
término que á nuestro entender falta, coincide con la función 
que hemos Ilamado de Satnt-Venanl. 

Sin embargo, el mismo autor en el cuerpo de la obra ad- 

mite constantemente expresiones de la forma -^^. 
r^ 

Sobre este asunto hemos de volver más adelante; por 

ahora, y aunque admiramos la inmensa iabor de la Fisica 

matemática en el siglo último, no podíamos menos de ex- 

presar nuestras dudas, ni de (lamar la atención de nuestros 




oycntes sobre las contradtcciones qut encontramos entre 
tmas y otras teorías. 



Pasetnos al segundo caso, aquel en que la fuerza repulsi- 
va de dos álomos ó moléculas lleva en el denominador la 
sexta potencia de la distancia. 

Al estudiar los coefícientes A, B,Cde las tres ecnaciones 
fundamentales, tomando como ejemplo e! coeficienfe C, cuyo 
valor es 



3 ^ 



■■'■€ 



r*fir)dr; 



siendo/fr) la función de Saint-Venant dividida por r, vimos 
que para el valor r-^ tj el elemento de la integraJ parecía 
presentarse bajo la forma infinita, con lo cuaí todo el cálcuk) 
de los coeficientes y aun toda la teoria pudiera ser ilusoria. 
Para estudiar más á fondo este punto. y para fijar más las 
ideas, supongamos que la funci¿n de Saint-Venant, ó sea la 
ordenada de Ja curva que representa las atracciones y repul- 
siones entre dos moléculas es de la forma 



M N 



En cste caso la f(r) será 



m- 



y el valor de C, representado por H su coeficiente | 
abreviar ta escrítura, 



y por fin 



-r 



2 r^- i; 



que para el limite inferior se reduce al parecer á infiníto. 

Esto procede, sin duda, de haber substitutdo, para el cál- 
culo de la suma, á la discontinuidad enfre los puntos ma- 
teriales, la continuidad; con lo cual hemos supuesfo qtie 
exjste una masa infinitamente próxima al punto que se con- 
stdera, es decir. at centro de la esfera. Pero esto no es legi- 
tímo porque es variar por completo las eondiciones del pro- 
bíema mecánico 

Podemos divídir el volumen de la esfera en volúmenes 
infinitamente pequeños, que comprendan en su Ínferior cada 
uno de los puntos mat.TÍales, cuya acción sobre la masa m 
del centro de la esfera de actividad queremos calcular. 

Podemos aún distribuir uniformemente en cada uno de 
estos pequefios volúmenes dicha masa m. 

Pero no podemos hacer lu mismo en la esfera tnfinitamen- 
te pequeíía. ó mejor aiin, en e! volumen que rodea á m, por- 
qee introducimos un elemeiito infinito en la integral. 

Para alguna otra potencia que sea inferior á r*. por ejem- 
pto, para r\ no hay inconveniente en exfender este flúido 
hipoféfico hasfa el centro de la esfera t, ya que con esto no 
ae inlroduce ningún elemento infinito en la infegral. Pero 
no podemos hacer lo mismo en el caso presente por la 
razón índicada. 

Vamos, pues, á variar el limife inferior, y no extendamos 
el fliiido hipotófico y confinuo más que liasta las ijltimas 
moléculas próximas á m (ftg. 14). 

Más claro; sea a el punto que estamos considerando, en 






^^H 


^^M el cual existe la masa m, y sea Ha esfera de actividad mo- | 


^H lecular. 


1 


^^M Rodearán al punto a una última capa de moléculas | 


^H m,' m," m"'... 


. y sea m' la más próxima. 


^^1 Pues desde 


(í con un radio a b = \ tracemos una esfera 


^^M que pase por 


m' y no efectuemos la integración sino entre 


^^H >. y E, de modc 


que tendremos 




-"ri5-f)- 


^^^r ^j^^/'/^w/ 


». En este caso el último elemento de 




yM\ la integral, que será el de la últíma 


^^B ^m/'///^^ 


í^vft capa de la faja rayada en que hemos 




) supuestü distribuído el flúido, ya no 


^l W 


■ se presentará bajo la forma infinita. 


^^H x'''' '/ ''/ w///// 


Porque. en efecto, la distancia i. 




^ será muy pequeña; pero no es cero. 


^^1 ngurn 14 


Y hay mas; los puntos m', m", m'" 




más próximos á a serán tates, que la i 


^^l' distancia í. podemos suponer que difiere muy poco de la | 


^^1 distancia de 


equilibrio entre dos moléculas ó dos ma- 


^^1 sas m y m'. 




^^1 Aceptemos 


para este caso como hipótesís general, que, 


^^1 los puntos se 


separan cantidades muy pequeñas con rela- 


^H ción á las distancias de equilibrio, que tendrlan si estuvie- | 


^^B ran aislados. 




^^1 Ahora bien 


para calcular esta distancia de equilibrio i 


^^1 basta igualar á 


cero Y y tendremos 




r- r» ■ 


^^p de donde 


^^J 




•^^H 



Ír despejando r y liamando rg á su valor, que será la dislan- 
a de equilibrio buscada, resultará 



^^v 



'que verificará á la ecuación anlerior, pucsto que es su 
¡Tniz. Asf 



Según fiemos dicho, 'k y todas las distancias de las molé- 
^ culas que se encuentren sobre la esfera de radio >., ó próxi- 
s á ella, que son precisamente las que constituyen el 
mite inferior de la integral, diíerirán muy poco de r(¡. 
Es decir, que podemos escribir X = r,, + 5 to- 
Así el último elemento de la integral será, ponien- 
do /■ = X , 



-(f-^) 



K\' 



' W 



y substituyendo por >- su valor 



('■. + «r.)" 



M W + 4r.' Jr„) - N ^ 
(r. + «r.)' 



j^ur. 



Pero coiuo JM /■„ ' 
ecedente á 



- N = 0, quedará reducida la expresión 



4JHr.'8f. 



ííi. = 4AÍ»r,í/l, 



que ha perdido ya la forma infiiiita. 

No insistiremos más sobre este punto, que más bien como 
ejempto, que como solución de esta clase de problemas, 
hemos presentado. 




- 146 - 

Lo tnismo hubiéramos podido hacer, después de la in- 
tegración, substituyendo en vez de N su valor en función 

de rfl. 

Adverliremos que íiubiéramos podido repetir el anterior 
cálculo para cualquier ofro exponente mayor ó menor que 6 
y distiuto de 2. 



Dijimos en la primera conferencia de este curso, que en 
vez de exponer las teorias generaíes de la Fisica matemátíca 
clásica, deduciendo rápidamente las ecuaciones en que están 
condensadas, para hacer después la crítica de todas ellas, 
habíamos preferido, qiie la exposición de dichas teorias y su 
crilica íuesen á la par; y esto es, lo que vamos haciendo, 
por eso caminamos coii cierta lentifud, y por igual raz6n en 
nuestras conferencias abundan las digresiunes. 

Pero nuestras críticas son de tres clases: 

1." Unas son fundamentales, marcan deficiencias eviden- 
tes de la ciencia clásica, y éstas sólo podrán desaparecer 
cuando se modifíquen ó se ampllen las hipótesis para aco- 
modarlas á los nuevos descubrimientos: por ejemplo, cuando 
se sepan calcular, como deciamos en la primera conferencia, 
las acciones y las influencias entre todos los elementos ma- 
teriales, que la Física experimental va descubriendo. Es decir, 
cuando se sepan calcuiar las fuerzas ó las energías que se 
desarrollan entre cada dos elemenlos de esta serie: mnsas 
ponderabks, masas eléctrícas, corríentcs de conducción ó co~ 
nientes de desplazamiento , elementos de comente, masas 
magnéticas aisladas, polos magnéticos, toda clase de radia- 
ciones y ckmcnfos de éter, ó áiomos de electrkidad. como 
aliora sc lcs llama. 

Resolver todos estos problcmas que hoy se plantean con 
cierta confusión ha de ser la obra de la nueva Fisica niate- 
mática. 
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Sí representamos por A un elemento cualquiera de la lista 
anterior, y por B otro elemento cualquiera de la misma lista, 
de igual ó distinta clase de aquella á que A perteiiece, la 
Física maíemática caminará desahogadamente hacia su uni- 
dad cuando conozca la función <^{A, B) que exprese la ac- 
ciÓn mecánica entre estos dos elementos, 

Y esto lo mtsmo si los elementos están inmóviles que si 
están en movimiento; y cuenta que lo último ha de constituir 
uno de los problemas más transcendentales de la Fisica ma- 
tematica del porvenir. Labor que supone la transformación 
completa de muchas teorias. 

2." Mas hay otras críticas, y ya las vamos señalando, 
también muy importantes, porque marcan deficiencias, ó en 
las hipótesis ó en los cálculos, pero que aunque señalan 
conflictos ó contradicciones, acaso podrán resolverse sin 
la transformación total de la rama de que se trate. 

Una contradiccíón hemos señalado. que en verdad no es 
fácil decidir si está comprendida eii la cn'tica de la primera 
6 de la segunda clase y si será transcendente ó circuns- 
tancial. 

Nos referimos á la determinación del exponente de ren el 
denominador de las fuerzas repulsivas. Porque en laTeoria 
de la electrícidad estática se supone que es 2, lo cual es in- 
compatible con la Teorfa dc la elasticidad , y es incompatible 
con otra hipótesis de Mr. Briot en la Teoria de la luz; pues 
dicho matemático supone que las repulsiones de dos masas 
de éter contienen en el denominador /"■. 

Más aún, si no recordamos mal, el ilustre lord Kelvin, en 
uno de sus estudios, da á dicho exponente el valor 4, 

Tales diferencias en el exponeute de r, para diferentes 
teorías, despiertan dudas sobre algunas ó sobre todas ellas. 

Es imposible admitir, que las leyes de repulsión sean 
hasta tal punto distintas. Y para armonizar resultados tan 
opucstos, sen'a necesario suponer, que dichas repulsiones 
están expresadas por una fórmula aún más compleja de lo 



que hemos supuesto. Por ejemplo, por una seríe de térmi- 
nos con exponentes negativos de r, cuyos coeficientes fue- 
sen también funciones de rde variación lenta á intervalos, y 
de los cuales algunos pudieran despreciarse entre ciertcs 
valores de esta cantidad, al paso que fueran preponderantes 
en otros intervalos. 

Hipótesis por todo extremo compleja y que no hacemos 
más que señalar de paso. 

3." Por último, en las observaciones criticas que vamos 
haciendo hay otras meiios importanles para la ciencia que 
las de los dos grupos anleriores; pero qiie pueden tener su 
importancia para la enseñanza, en cuanto ayudan á vencer 
diíicultades y á csclarecer puntos dudosos para los princi- 
piantes. 

Y terminadas por fin todas estas digresiones. hemos de 
volver en la conferencia próxima á las ecuaciones generales 
de la Elasticidad, continuando la serie de simpliftcacjones 
que en ellas pueden hacerse. 



Oonferenofei sexta. 



Hemos obtenido las tres ecuaciones fundamentales de lo3 
movimientos elásticos: 



dt^ dx- dy' 

+ ^^C+B)+2-^C" + 2-^B'=0. 
dz' dxdy dxdz 
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-I- K + -^ (B + B^ + -=-^ (C + i4") -f 



<//» 



dy 



2 



dz^ 



+ Ar-iA + C")+2-^^A" + 2-=-=- C" = 0, 



</»x 



dydz 



dxdy 



(■) 



d^w d^w d^w 

"^ + Z 4 _£_!- (C + C') + -^ (>1 + ^) + 



+ 



dt* 
d*w 



dz 



a 



dy 



2 



rf/^ 



2 



rf^tí d^v 



dzdx 



dzdy 



en que los coeficientes A, B, C, tienen los siguieñtes valores: 

- ^mfiryx^ = A, 

1 zm I^9x^ = A\ 
2 



1 



r 
f(r) 



- 2/71 ^ íJ'^íí;» = A", 



1 



/'W 



2/n ^ í;,4 = B', 



S/n ^í^ íx«í2« = B", 



2 

_[ 
2 

1 S/n/(r)íz» = C, 

— E/n -í^ 3z* = C', 

2 r 

1 Sot ^Í-ÍÍÍ ex^íy» = C ". 

2 r -^ 



En general todos los coeficientes A, B, C, son funciones 
dc X, y, z. 



Las fórmulas (1) todavía pueden simplificarse en muchos 
casos, y estas simplificaciones, que ahora vamos á explicar, 
dzpenden de la estructura det sistema elástico. 

Son, si se nos permite expresarnos de este modo, símpHf]- 
caciones de las fórmulas por simpüficaciones de 1a estructura. 

En la liipútesis de Cauchy, que es la liipótesis de la dis- 
confinuidad en el sistema. la eslructura depende de dos ele- 
mentos. 

El primero es el valor de la masa en cada punto; el segun- 
do, la distribución geométrica deestos puntos. 

Y viniendo á la realidad, la estructura de un cuerpo puede 
ser de muchas maneras, desde un cuerpo amorfo hasta un 
cuerpo cristalino. 

Determinar y aun defiiiir dicha estrucfura es un problema 
muydifícil, y aun prescidiendo de las masas, aun conside- 
rándolas como puntos malemálicos, el definir la distribución 
geométrica de lales puntos es problema fambién muy com- 
plicado. 

No hemos de pretender nosotros resolverlo, y nos con- 
tentaremos con algunas indicacionesgenerales, que pueden 
aplicarse á la simplificación de las fórmulas. 

Distingamos tres formas en la estructura del sistema 
elástico. 

1." La estructura heterogénea. 

2." La estructura homogéiiea, y 

3.° La estriictura isótropa. 

Los autores, por regla general, dan definiciones muy va- 
gas y á veces poco precísas. 

Mr. Lamé dice así, en sus lecciones sobre la Teoría mate- 
mática de la elasticidad de los cuerpos sólidos, que hoy se 
considera como obra clásica, sean cuales fueren sus deficien- 
cJas en puntos aislados y concretos: 

«Se llama generalmente homogéneo un cuerpo fonnado 
por moléculas semejantes, simples 6 compuestas, que po- 
seen las mismas propiedades fisicas y la misma composición 
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l^ufmica; y supondremos, adetnás, que ocupan espacios ígua- 
. Llamaremos, según esto, sistema moiecular al espacio 
tlemental y de forma poliédrica, que pertenece á cada mo- 
k^cula ó que la coiitiene á ella sola. 

Y agrega: -según esto, los cuerpos homogéneos, que con- 
s.ideraremos, serán aquellos en los cuaies una rccfa L de 
y^ongiiuii apreciable y de dirección determinada atraviesa el 
»-iiismo número n de sistemas moleculares, sea cual fuere e! 
^sitio en que se la coloque: la relación — puede variar con la 
■«zdirección de la recta ¿. • 

■Esta definrción de homogeneidad comprende á los cuer- 
'K^'is sólidos cristalinos, cualquiera que sea la forma, regular, 
^asemirregular ó irregular de su molécula integrante: La rela- 

■ — - puede tener valores muy diferentes para diversas 

Üirecciones de L. 

• En los cuerpos homogéneos no cristalinos, como los me- 
Vales y el cristal, se admite que ta expresada relación varia 
^*nuy poco ó no varia sensiblemente, es decir, que la rela- 
-^riúnde que se trataes independiente de la dirección de L. 
Tal hipótesis exige que n sea muy grande, por pequeña que 
Tsea la línea L; porque es imposible distribuir un número 

^nito de puntos materiales de tal suerte, que la relación — 
'sea constante.'^ 

Lamé emplea, pues, para definir la homegeneidad una II- 
nea finita L, que pudiéramos llamar linea dc prueba; y no 
hay dificultad en admitirla para definir los cuerpos hetero- 
géneos y los cuerpos homogéneos; pero no es lan fácil em- 
plear esta ünea de prucba para definir los cuerpos isótropos 
á pesar de las últimas consideraciones del ilustre autor. 

Fijemos las ideas, precisando por un ejemplo los térmi- 
nos del problema. 

Dividamos e! espacio que se considere por tres sistemas 
|de planos paralelos y equidistantes los de cada sistema. 
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Llainemos P, (fig. 15) á los del primer sistema, dlstando 
uno de otrú la cantidad constante A^. 

Designemos por P, los de! segundo sistema, y la disün- 
cia entre cada dos de estos por -4,. 

Estos dos sistemas podemos suponer, que son perpendi- 
cutares al plano de la Rgura y estarán representados por 
suslrazasP,, P¡ P^, P, 




El tercer sistema de planos lo designaremos por Pg y es- 
tarán situados oblícuamente al plano de proyección, por lo 
tanto no estarán representados en la figura. 

De este modo el espacio que se considera, quedará divi- 
dido en paraklepípedos todos de igual volumen y que se 
proyectarán en los paralelogramos expresados. 

Como estos paralelepípedos son todos iguales, podremos 
hacerlos coínctdir cuando nos convenga, ya por tres movi- 
mientos de traslación paralelos á Ires aristas, que formen 
uno de los triedros, ya por una traslación úníca que será la 
resultante de las tres traslaciones parciales. 

Finalmente, designemos por 0^,0^,0^ las proyeccio- 

nes de los centros de estos paralelepipedos, que como he- 
mos dicho son iguales y superponiblcs y por lo tanto de 
igual volumen. 
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lEstas ceidillas d estos paralelepípedos son tan pequeños 
bmo se quiera: constitiiyen, por decirlo así, el elementodi- 
fcrencial del volumen qiie ocupa el sistema. 

Pues bien, si en el centro de cada paralelepípedo im^- 
namos una masa igual m, el cuerpo ó el sistecna formado 
por estas masas diremos que es homogéneo. 

Su densidad media será cimstante, porque será el resul- 
tado de dividir la masa m por el volumen del paralelepfpedo 
elemental. 

Para este sistema ta definición de Lamé por medio de la 
recta de prueba puede expresarse en términos rigurosos, 

Supongamos que la recta de ^ 

prueba L va de un centro a„ á un 
centro Op (fig. 16), pues será evi- 
dente, que si esta recta la trasla- 
damos paralelamente á sí misma 
de modo que uno de sus extremos 
pase por el centro de un paralele- 
pípedo cualquiera, en su nueva 
posición dicha recta cortará el mis- 
mo número de paralelepípedo, que 
en su posición inicial, y, por lo 
tanto, pasará porel mismo número 
de masas. 

Esto es evidente por lo que an- pig^^, ,«_ 

tes decíamos: un movimiento cual- 

quiera de traslación es la resultante de otros tres movimien- 
tos de traslación ekmentales paralelos á tres aristas disCintas. 

Asi, por eiemplo, si para simplificar la figura prescindi- 
mos de los paralelepipedos y consideramos tan sólo tos cen- 
tros de éstos, colocando en cada centro una masa m, la de- 
finición de Lamc para los cuerpos homogéneos resulta cla- 
risima y evidente por sí, no necesita demostración. 

Las deíiniciones no se demuestran, es verdad ; pero hay 
que demostrar que sus términos no son contradictorÍDs; ó 
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de otra manera, hay que demostrar que la definjción desig- 
na algo, que es posible. 

Y la demoslración de Lamé para los cuerpos homogéneos 
lo es según hemos indicado y según se ve en la figura 16. 

Tracemos, en efecto, desde el centro a„ al centro üp, la 
recta a„ Op = L, que comprenderá cierto número de centros 
ó de masas. 

Si tomando otro centro de otro paralelepipedo cualquiera, 
b„, coinunicamos á la recta L una traslación paralela á ti„ b„, 
vendrá á parar á b„ bp, que contendrá evidentcmente e! mis- 
mo número de centros ó masas que On Op. 

Las tres componentes de L en la primera posición son a„ d, 
de y eap. 

Y las componentes de L en la segunda posición serán, 
bn f, fg, y gbp. 

No insistiremos más en estas construcciones de Geome- 
tria elemental: hasta con lo dictio. 

Vemos, por lo tanto, que la definición de Lamé para los 
cuerpos homogéneos es correcta y puede admitirse. 

Aumentando el mJmero de puntos 6 de paraleiepipedos, y 
tendiendo las tres aristas de cada imo hacia cero, pero con- 
servando constantemenle sus relaciones, dtstintas en gene- 
ral de Ja unidad, el limite será un cuerpo homogéneo conti- 
nuo, diverso para cada caso, y que depcnderá de las longi- 
tudes y de las ÍncJinaciones de las aristas del paraleJepípedo 
elemental. 

La densidad de este cuerpo homogéneo dependerá del If- 
mite á que se aproxime la relación entre cada masa y el pa- 
ralelepípedo en que está, cuando éste ttenda hacia cero. 



También se comprende la constitución de un cuerpo hete- 
rogéneo y también se iustifica la definición de Lamé, por me- 
dio de la linea de prueba. 
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I Dtcha defjnicióii puede hacerse de dos inodos: 

I." Conservemos ta div¡si6n del sistema en celdillas 
iguales, con la forma de un paralelepípedo. Pero coloque- 
mos en los centros de éstos, masas distintas, que varíen se- 
gún cierta ley. 

La masa para cada centro variará según las coordenadas 
de éste, y la densidad, es decir, la relación de la masa al vo- 
lumen del paralelepípedo, también s€rá una función de las 
coordenadas x, y, z, que determinan cada centro. 

Es claro que la linea de prueba L, de Lamé, al moverse 
paralelamente á sl misma en determinada dirección, com- 
prenderá el mismo número de masas; pero de distinto valor 
cada una, de modo que la masa total será diversa, lo cuai. 
en el fondo, coincide con la definición de Lamé. 

2." También puede suponerse que las masas son iguales 
y los paralelepípedos de distinto volumen. En efecto, cada 
paralelepipedo podemos dividirlo en tantos paralelepípedos 
parciales como veces contenga la masa de su centro á una 
cualquiera que tomemos por unidad, y la masa fotal pode- 
mos también dividirla por igual entre todas estas celdillas. 

Pues en esta hipótesis la linea de prueba L, al trasladarse 
paralelamente á sí misma, cortará al mismo número de pa- 

Íelepipedos elementales primitivos; pero á un número dis- 
to de los volúmenes en que se han dividido aquéllos. 
••• 
Hasta aqui todo es perfectamente claro; pero ya lo diiimos 
tes, no sucede lo mismo al definir los cuerpos isótropos, 
sobre todo, al definirlos por la linea de prueba de Lamé. 
I Lo reconoce el ilustre autor: un número de puntos finitos 

6 de celdillas que los comprendan, no pueden distríbuirse 
de modo que ta línea L, sea cual fuere su posición, perma- 
neciendo su longitud constante, atraviese el mismo número 
de celdillas. 
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Sólo que Lamé agrega, que para que pueda aplicarse esta 
deñnictón á los cuerpos isótropos (aunque él no les da este 
nombre) es necesario suponer un número considerable de 
puntos; y esto no es tan ciaro como pudiera creerse. 

Y antes de pasar adelante, por si !es extraña á mis oyen- 
tes esta palabra isótropo, que empleamos casi por prímera 
vez en estas conferencias, les diremos, que viene de dos pa- 
labras griegas: isos (!toí) y Iropos (tpo-oí). Isos significa 
igual, y tropos significa estructura, mancra de ser. De modo 
que la palabra isótropo significa un cuerpo de igual estruc- 
tura en todos sentidos. 

Yasf: 

I." Si una porción del cuerpo, por ejemplo una esfera, 
sufre un movimiento de traslación y todos sus elementos 
cotnctden con elementos iguales que va encontrando, enton- 
ces el sistema será homogéneo. 

2." Y además, si la esfera gira alrededor de sa centro, 
y siempre coincide consigo misma, se dice que el cuerpo es 
isótropo. 

Puede decirse que el cuerpo es iguai á sf mismo al rede- 
dor del centro de dictia esfera. 

Si el sistema fuese conlinuo, el que sea ÍsÓtropo no ofrece 
dificultad: unaesfera tiomogénea coincide consigo misma en 
toda su extensión al trasladarse y al girar alrededor de su 
centro; psro no sucede otro tanto cuando de lo continuo pa- 
samos á lo discontinuo, por mucíios que sean los puntos 
que se consideren. 

Permitan mis oyentes, que sin pretender penetrar honda- 
mente en estos problemas, que son muy delicados, ocupe 
su atención con algunas consideraciones geométrícas, que 
indicaré, más que por su fuerza demostrativa, porque acaso 
tengan carácter sugestivo. 
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Consideremos (fig. 17) la misma serie de paralelepfpedos 
que antes, y sea la línea de prueba / = ab. Esta Jinea atra- 
viesa cuatro paralelepipedos; es decir, que pasa por cuatro 
centros. Como antes vimos, s¡ se mueve paralelamcnte á si 
misma, sea cual tuere su posición, siempre pasará por cua- 
tro centros ó masas, como vemos, por ejemplo, en a' b', dado 
que el sistema sea homogéneo. 




Pero s¡ gira como indica la figura y viene á parar ka c, 
ya no cortará cuatro celdillas, sino dos. 

De suerte, que el número de celdillas que atraviesa una 
linea de prueba depende de su d¡recc¡ón. EI cuerpo será 
homogéneo en tres d¡recc¡ones, pero la densidad será dis- 
tinta para cada una de ellas; de modo que en nuestro ejem- 
plo podemos decir que será homogéneo, pero no isótropo 
alrededor de a. 

Pues esto sucede por pequeñas que sean las celdülas, por 
grande que sea el número de masas, y aunque ios paralele- 
pípedos fueran de la forma más regular posible, aunque se 
convirtieran en cubos. 

Para s¡mpltf¡car la exphcaciíin y sobre todo las figuras, 
supongamos, que no se trata del espacio de tres dimensio- 
nes, sino de un plano, y supongamos aún, que está dividido 
en cuadrados pequeñísimos y en el centro de cada cua- 
drado colocamos una masa (fig. 18) lodas iguales, 

Admitamos, por fin, que la línea de prueba a d es paralela 
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á uno de los lados del cuadrado y quc coniprendc n masas. 
que en 1a figura son cuatro. 

Cuando sea paralela la mísnia línea de prueba, con la 
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misma longitud, al otro lado del cuadrado desde a á á', 
comprenderá el mismo nümero de puntos, y asi el sistema, 
hasta ahora al menos, para estas dos direcciones, parece ser 
isótropo. 

Pero tomemos la dirección de la díagonal, desde a á D,y 
esta linea comprenderá también n masas (cuatro en nuestro 
caso), a, B, C, D; pero su longitud será mayor que L pueslo 
que es la diagonal: 

aD -=V2¿^ = L\'2. 



Resulta, pues, que la linea de prueba L no contendrá n 



masas, smo 



Vi 



que es menor que n. 



Luego el sistema no es isótropo. 

Y lo mismo pudiéramos decir para otra dirección cual- 
quiera. 

Y este resultado es independiente de las dimensiones del 
cuadrado elemental, esdecir, del nijmero de puntos. 

Por grande que sea n, si se distribuyen las masas en los 
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centros de una red de cuadrados; ó pasando al espacio de 
tres dimensíones. en los centros de una serle de cubos, estos 
sistetnas nunca serán isótropos. Y se presenta este proble- 
raa que es el de Lamé: Siendo n un número muy grande 
de raasas, pero finito, ¿qué distribución deberá darse á es- 
tas masas para obtener un sistema isótropo? 

Y además, y como consecuencia de la anterior pregunta, 
podemos preguntar de nuevo: 

Con un número n muy grande de punfos ¿es posible for- 
mar un sisteraa isótropo 6 que se aproxime á serlo? 

Precisamente á este problema se refiere ia digresiím que 
antes anunciábamos , y que ahora nos proponemos iiacer, 
sin más objeto que el de Ilamar la atención de mis oyentes 
sobre estos curiosisimos problemas dc la Geometria del es- 
pacio, que se enlazan no sólo con la Cristalografía, sino con 
toda la Física matemática, pues al fin y al cabo son problc- 
ni^s los de esta ciencia, que se desarrollan en el espacio y 
entre formas geométricas. 



Como hemos visto, Lamé consigna el siguiente principio: 
que con un número limitado de puntos es imposible constituir 
un sistema tal, que, colocando la linea de prueba L en cual- 
quier posición, comprenda un niiraero determinado y cons- 
tante de eslos puntos, ó mejor dicho, pase por ellos. 

Pero consigna también, 6 parece indicar la idea de que 
Siendo el número n de puntos muy grande esto se puede 
conseguir. Y preguntamos: ¿exacta ó aproximadamente? 

La afirmación. aun siendo cierta para la solución aproxi- 
mada, no es evidente. 

Se planlea, por lo tanto, este primer problema geométrico: 
con un número rntty grandc dc puntos, que claro es que en 
nuestro caso representau masas, consínür tin micma exac- 
tamenie isótropo. 
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Mas como eslo es también imposible— no siendo el medio 
homogéneo y continuo, en cuyo caso la proposición es evi- 
dente, porque el espacio geométrico es is6tropo, toda vez 
que es ígual asimismo en todas direcciones y alrededor de 
cada punto,— al menos podemos intentar la solución de este 
otro problema: 

Con un número de puntos tangrande como se quiera, pero 
finito, construir un sistema próximamente isótropo, y que se 
aproxime indefinidamente al sistema ideal del medio con- 
tinuo. 

l-a palabra próximameníe exige una explicación. 

Queremos significar con ella, que á la linea de prueba L 
ha de corresponder constanlemente el mismo número de 




puntos n (fig. 19 A), ya estén diclios puntos sobre la línea, 
ya estén á uno ú olro lado de la misma á distancias menores 

que una longitud — sumamente pequeila y escogida arbi- 

trariamente: pcr ejemplo a, c, f, que están en la Ifnea, y 
b, d, e, g, que están á poca distancia. 

Esto se concibe que pueda conseguirse por las conside- 
raciones siguientes, que sometemos al juicio y al estudio de 
nuestros oyentes y lectores. 

Y ante todo, para simplificar las figuras trataremos la 
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tetión, no para el espacio de tres dimensidnes, sino para 
i ptano. Después podremos pasar al caso general, subs- 
tituyendo á las pequeñas circunferencias, de que luego ha- 
blaremos, esferas suficientemente pequeñas. 

Consideremos ahora un espacio cualquiera encerrado en la 
línea S (fig. 19 B), y veamos cómo, con un nttmero muy gran- 
de N de puntos, podemos conslruir un sistema dentro de 5, 
que sea próximamente isótropo y que para una línea arbitra- 
ria L comprenda, usando la palabra comprender en el sentido 
ya expíicado, n puntos, sea cual fuere ia dirección entre un 
número muy grande de direcciones, y el sifio en que se co- 
loque. 

Como estamos liablando de diferentes direcciones, y 
éstas han de ser en número finito, aunque muy grande, lo 
cual completa el sentido de la palabra próximamenie , traza- 
remos alrededor de un punto O (fig. 19 C), y partiendo de 
é! una serie de rectas a, b. c, d..... que dividan los cuatro 
ángulos rectos en un número de ángulos tan grande como 
queramos. 

De suerte que, volvemos á repetirlo. el sistema no será 

frurosamenfe isótropo. sino aproximadamente isótropo, por 
lación á los puntos y á las direcciones. 
Aproximadamente, en primer lugar, respecto á los pun- 
l, porque no será preciso que todos ellos eslén en la rec- 
L; podrán estar separados de ella, pero á una distancia 
suficientemeute pequeña, como hemos visto en la figu- 
ca 19 A. 

Así la línea de prueba no pasa por todos los puntos, 
sino por una faja muy estrecha en la cual, para 1a longi- 
tud L, se cuentan n puntos. 

Y, en segundo lugar, e! sistema es próximamente isótropo 
y no rigurosamente isótropo, porque no lo es para todas las 
direcciones de L, sino para !as correspondientes á las rectas 
idiales de la figura 19 C, que son en número tan crecido 
mo se quiera, pero no infinito. 
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Y ahora brevemente se puede explicar el método de for- 
mación del sistema á que nos referimos. 

Pero hemos de dar todavia una definición que abrevie 
nuestras explícaciones. 

Consideremos un sistema de rectas paralelas entre sí y 
paralelas á una de las direcciones de la figura 19 C, por 
ejemplo. la Oa. 

Estas rectas distarán una de otra una iongitud igual á i^ 
siendo "a tan pequeña como deseemos, y en cada recla y en 

todas las de este sistema A, A', A" (fig. 19 B) imagina- 

remos colocados una serie de puntos /, /', /" á intervalos 

iguales á "/-, 

Las rectas y los puntos constiluirán )o que, para abreviar 
la explicación, llamaremos sistema ekmental A, cuando las 
rectas sigan la dirección Oa de la figura 19 C. Del mismo 
modo podremos formar tantos sistemas elementales idénticos 
al precedente como direcciones tiay en esta úUima figura: 
sístema elemental B, sistema eiemental C 

Pues para formar el sistema isótropo se comprende que 
basten tres operaciones. 

1." Superponer en el espacio S tantos sistemas elemen- 
tales como direcciones hay en la figura 19 C. 

2." En cada punto colocar una masa m, siendo iguales 
lodas estas masas. 

3." Suprimir todas las masas que sobren en ei sistema 
para que sea isótropo. como explicaremos en seguida. 

Y por último, multiplicar ó dividir las masas por e! nú- 
mero que convenga, para que resulte en el sistema la densi- 
dad que qucramos. 

La cantidad /-, que expresa las distancias entre las rectas 
de cada sistema, hasta ahora es arbitraria; pero debemos 
sujetarla á una condición. 

Si Oa, Ob (fig. 20 B) son dos direcciones contiguas de 
las que marca la figura 19 C, tomando una longitud muy 
pequeña >.i (fig. 20 B) y trazando el arco ab, este arco. 



Rie se confundirá coti una linea recta, representará preci- 

samente — . 
2 

En la figura 19 B hemos representado varias rectas A, A', 

K '■'..... del sistema elemental A. En estas rectas hemos seña- 
tlo los puntos /, /', /" que han de sustituirse por las 
asas m. La distancia 1 entre cada dos puntos, 6 cada dos 
rectas está representada también. Y por fin, sobre la recta A 
hemos colocado la h'nea de prueba L. 

Asimismo hemos representado algunas rectas, B, B', B" 

no todas para no confijndir la fígiira, del sistema elementai B. 
^_ Y no hemos representado los deniás sistemas elementa- 

^^Bi C, D , como tampoco los puntos de todos eílos, porque 

^Hfigura hubiera resultado extraordinaríamente confusa. 

Veamos ahora por qué método pueden eliminarse las ma- 
sas que sobran, para que el sistema sea próximamente isd- 
fropo y con una densidad fi'nita. 



rigura ZO A. Fluura 2U B. 

Sea (fig. 20. A) la recta Aa. cuyos puntos ó masas son 

J,t',r,a 

Desde uno de tos puntos, a por ejemplo, con un radio 

pero que difiera de él infinilamente poco, tra- 

mos una clrcunferencia dentro de la cual tendremos, en 
iaeral, varíos puntos, b, c, d..... de otras rectas. ñ, C, D, 



^h^^aúiAñJfiCM 




pertenecientes á otros sistemas elenientales. Pues bicn, Je 
todos estos puntos 6 masas sólo dejaremos uno, tal cotno a, 
suprimíendo las demás puntos ó masas. 

Pero este punto a que dejenios, servirá y substituirá á to- 
dos los demás puntos suprimidos b. c, d..... 

Verdad es que a. si es el que ha quedado, no está sobre 
la recta B, ni sobre la recta C ó D. pero substituye, según la 
convención que hicimos, á los puntos b, c, d porque está 



La isotropia aproximada de todas estas rectas, no se ha 
alterado; porque para todas ellas hay una masa que está á 
pequeñisima distancia, eii substitución de la que estaba rigo- 
rosamente sobre Ja recta. 

Y tal vez se nos pregunte: ¿y por qué no dejarlas todas? 
La razón es esta: 

Porque á priori, y en la inmensa confusión de puntos que 
resultaria, no es fácil decidir si cl sistema complejo será ó 
no isótropo, ya exacta, ya aproximadamente; y porque ade- 
más rcsultarian masas muctio mayores que 1a que habiamos 
elegido, por decirlo asi, como unidad de todo el sistema. 
Pongamos un ejemplo para precisar estas ideas. 

Supongamos que se han elegido 

súlo dos direcciones en ángulo rec- 

■ to (fig. 21), A, B. distribuyendo 

para cada sistema las masas en los 

vértices de un cuadrado. Al super- 

poner los dos sistemas, como apa- 

jece en la figura, en cada vértice a, 

por ejemplo, se acumularán dos 

masas a',a" que para claridad de 

la figura las representamos sepa- 

radas, de modo que la densidad del 

sisíema se habrá duplicado, y para venir á la que habíamos , 

supueslo, tendriamos que suprimir en cada vértice una masa. 




B 

B 

^ 

1=4 
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Una cosa parecida hemos hecho en la figura 20 A; porque 
^dada la aproximación que hemos establecido, los puntos 
^b6, c, d..... son para nosotros conio el punto de intersec- 
^H^ único de las líneas A, B, C, D. 

De este modo, volviendo al procedimiento general, se ve 
que la isolropia se conserva para cada dirección, porque 
para cada punto que se suprime queda uno á menor distan- 
eia del punto, que corresponde á la masa suprimida, que la 

longitud -=-. 

»sf, por ejemplo, en la figura 22 la recta A pasaba por los 
tos m, n, p, q. r. Hemos suprimido el punto m, pero 
queda el m'. 

Hemos suprimido e! punto p, pero !e substituye el puntop', 
y si la linea de prueba llegaba por ejemplo de m á r conte- 
niendo dichos puntos m, n, p. q, r, ahora contendrá aproxi- 
madamente m', n, p', q, r, cuyo número no se ha alterado. 

IDet)emos ahora precisar una definición que antes dimos. 
I- -H ». 
Floura 22 
cjamos que los puntos que se substituian á ios suprimidos 
■ en una linea debían estar á muy pequena disíancia de ésta, 
y ahora diremos con más exaclilud: que cada punto que subs- 

Íye á otro de una linea, para que se pueda considerar 
10 perteneciente á ésta aproximadamente, es preciso que 
' á una distanda del punto suprímido , y al cual subsiituye, 

menor que -^. Con lo cual claro es, que estará á una distan- 

cía de dtcha linea menor que la misma cantidad. 
^KAntes de terminar este estudio debemos desvanecer una 

L 



- 166 - 

Para cada dirección cl número de puntos no varíacontan- 
do los substituídos en vez de los suprimidos, pero ¿podrá 
aumentar este número? 

Supangamos un punto e (fig. 20 A) á una distancia e f 
áe Aa tan pequeña como se quiera, y aun st se quiere sobre 
el mismo segmento / /'. 

Si e r es menor que -=-, la duda no es posible, porque ó 

se habrá suprimido e, 6 se liabrá suprimido /'; pero pongá- 
monos en un caso extremo: supongamos que/esel punto 
medio de / /', con lo cual e f puede ser tan pequena como se 
quiera, y sin embargo 



esdecir^e/': 

ni e ni /' aun siendo minima la distancia e f. 
Pero este caso no es dudoso según la definición y el con- 

venio establecido: siendo e l' ^ ~éí punto e no pertenece 

á la recta A, pertenecerá á otra recta E de otro sistema ele- 
mental, y esfo aunque estuviera sobre A. Sin embargo con- 
vendria subsfituir e por ofro punto próximo de E. 

En suma, parece deducirse de lo expuesto, que el sistema 
fonnado por el conjunto de sisfemas elemenfales í4, B, C... 
todos isótropos, es un sistema aproximadamente isófropo 
para todas las direcciones A, B, C... 

Después de la supresión de las masas sobrantes, aumen- 
tando el número de direcciones y disminuyendo X nos aproxi- 
maremos cada vez más á un sistema isótropo p 



itropo perfecto. M 



Por un procedimiento análogo podemos construir para el 

ipacío de tres dimensiones un sistema isútropo aproximado, 
para tantas direcciones como queramos y por lo tanto po- 
dremos aproximarnos al ideal de los sístemas isótropos. 

Diremos rápidamente lo que iios queda por decir, 

1." Sobre un plano podremos formar un sistema isótropo 
aproxímado como hemos explicado. 

2." Podremos trazar planos paralelos al primero, análo- 
gos á él y á la distancia >.. 

3." Podremos construir una serie de sistemas como el 
que acabamos de formar para diversas inclinaciones del pla- 
no y superponiendo todos estos sistetnas; y 

4." Trazando alrededor de cada punto una esfera con un 

lio menor que — y suprimíendo todos los puntos menos 

uno, puede suponerse que el sistema que resulte esunsiste- 
tna isótropo aproximado. 

No entramos en pormenores por no alargar demasiado 
esta digresión. 



|P>di 



Claro es que por ia acumulación de un sistema de puntos 
se pueden considerar formados cuerpos con muchas y va- 
riadas estructuras, desde el sistema amorfo hasta cualquier 
sjstema cristalino; pero nosotros, al menos por ahora, no 
consideraremos más que las tres estructuras que ya hemos 
definido. - 

1.' Los sistemas heterogéneos, pero obedeciendo á de- 
terminadas leyes de formación. 

2." Los sistemas homógeneos, es decir, homogéneos para 
cada dirección, pero en que varía la estructura cuando la dí- 

M:ión cambia. 
|3.' Los sistemas isótropos en que la estructura es la mts- 




ma, no sólo para cada dirección, sino alrededor de cada 
punto. 

En el primer sistema, si consideramos una porción del 
ciierpo limitada por una siiperficie y le comunicamos un mo- 
vimiento de traslación eii una dirección dada, no coincidirá 
con aquellas porciones del cuerpo que vaya encontrando, á 
no ser en los casos especiales de una distribución períódica, 
casD que no estudiamos ahora. 

En el segundo sistema, es decir, el de los cuerpos homo- 
géneos, sucederá !o contrario. Toda porción del cuerpo al 
cual se le comunique un movimiento de traslación, irá coin- 
cidiendo con las porciones del cuerpo que encuentre. 

En el tercer sistema, es decir, en los cuerpos homogéneos 
isótropos, si tomamos un punto en el cuerpo, trazamos una 
esfera tomando este puiito como centro, y á la porción de 
cuerpo que esta esfera limita le hacemos girar alrededor de 
su centro de cualquier inodo, siempre coincidirá consigo 
misma. Y combinando e! movimiento de traslación con el 
movimiento de rotacÍ6n, pucsto que ya el cuerpo era homo- 
géneo y además es isótropo, la esfera coincidirá, sea cual 
fuere el moviiniento que recilía, con las porciones del cuerpo 
que vaya'encontrando. 

Veamos ahora lo que resulta para lastres ecuaciones fun- 
damentales número (1) de ia elasticidad, 6 sea para sus 
coefictentes A, B, C. 

Primer caso. Cuerpos heterogéneos. — No se olvide que 
estas palabras, homogéneo, heterogéneo, no se refieren á 1a 
cümposiciíin química de los cuerpos, ni á la estructura de 
sus moléculas, ni de sus átomos. Como á nuestro entender 
no corresponden estas hipótesis á las propias de la Ffsica 
matemática, sólo introducimos en el problema cuerpos de 
estructura ideal y en ella nó hay que contar más que con 
dos elementos; I.", la masa de diferentes puntos; 2.", ta dis- 
tribución geométrica de éstos. 

Distribuyendo las niasas en celdillas resulta un tercer 



- 169 - 



Clai 

»as í 
ma I 



Kepto: el de densidad, qiie se obtiene dividtendo cada 
«sa por ef volumen de la celdilla en que se encuentra. Y 
eslo ha de servirnos al pasar dc la discontinuidad á la con- 
tinuidad, cuando la masa de cada celdiíla, convertida en un 
flüido uniforme, ocupe estendida por el pensamiento, el vo- 
lumer. entero de la celdilla en que se encuentra. 

Claro es, que todas estas celdillas deben estar contiguas 
5 á otras, llenando todo el espacio; por manera que la 
ma de sus volúmenes sea igual al volumen total. 
' De aquí resulta también, que en cada punto de! sistema 
habrá uiia densidad dislinta para el flúido hipotético en qiie 
se han distribuído las masas reales, á fin de realizar esa es- 

Íicie de interpolación ffsica que suponemos. 
Por lo tanto. si llamamos D á la densidad en cada punto, 
ta será una función de las coordenadas del punto; y en- 
contraremos 6 restableceremos el valor de la Enasa primitiva 
para cada celdilla, multiplicando el volumen dc la misma 
por la densidad cDrrespondiente como haciamos en una de 
las conferencias anteriores. 
^^ De todo esto se deduce, como vamos á ver inmediata- 
^^Knte, que en el caso de los cuerpos heterogéneos, los coefi- 
^Hbntes A, B, C, son funciones determinadas de x, y, z. 
En efecfo, elijamos uno de los coefícientes de las eciia- 
ciones generales. y lo que de él digamos, pudiéramos repetir 
para otro cualquiera. 
^Sea, pues, 



I 



/ír) 



Sx'-'iy'*. 



Convertiremos esta suma en una integral y elegiremos en 
: de las coordenadas ordinarias las coordenadas poia- 

punto cualquiera í7(fig. 23), estará definido por la 
aofl^r, porel ángulo íio'rf=') y por el ángulo/(í'c = ■}•. 
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En la expresión anterior de C" podremos substituir, según 
las explicaciones que preceden, á la masa /n, que supondre- 
raos que ocupa la posición a. el producto de la densidad en 
este punto por un volunien infinitamente pequeño d V que 
contenga á dtcho punto a. Y también podremos suponer que 
se coníunde con un paralelepipedo, que no está representado 
en la figura, cuyas tres dimensionesserán: un pequeno arco 
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aa, , trazado desde d como centro en el plano dba; otro areo 
infinifesimal aa^, trazado desde o' en et ptano meridia- 
no o'da: y un incremento aa^ del radio o'a. 
Asi 

aa^ = r .d'i, iíOi = rsenMi, aa^^dr, 

y 

dV=r-sen't.d<i.dif.dr. 
Porlo tanto, 

m= dV .D{x,y,z). 



representando por D la densidad en el punto a, que como es 



variable dependerá de la posición de dicho punto a, es de- 
cir, de las courdenadas 

H Of' = X, e'f' =y, ae' = z. 

Claro es que Ox, Oy, Oz son los tres ejes coordenados. 
y O'x', O'y', 0'¿' serán ejesparaieltís á los anteriores, tra- 
zados por el centro o' de la esfera e, que representa la es- 
fera de actividad dentro det cuerpo S, y que está trazada al- 
rededor del punto o' cuyo equilibrio expresan lastres ecua- 
ciones fundamentales. 

Substituyendo este valor de m en C", convirtiendo la - 
en integral tripie por extenderse á todo el volumen de dicha 
esfera, y escribiendo los límites, tendremos 
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D{x,y.z)rHQn^. 



Los limites de la primera integral son cero y e, si la inte- 
gral parte del centro de la esfera. Mas si con el objeto de evi- 
tar un témiino infinito dentro de la integral, se trazase una 
esfera alrededor de o de radio >., esta cantidad sería el li- 
mite inferior en vez de 0. 

Los Hmites de la segunda integral son y t;, porque su- 
ponemos que la recta O'a parte de la posición del eje O'z' y 
tlescribe 180°. 

Por último, los limites de la tercera integral son 0,2-, 
porque el plano z'o'a parte de la posición del planocoorde- 
nado de las z'x' y gira alrededor del eje de las Oz' , descri- 
t>iendo 360°. 

Para poder efectuar las integraciones en cada caso, es 
f>fecÍso que no queden bajo los signos de la integración más 
que cantidades constantes y las tres varíables r, 0, '\; á este 
ffj», es forzoso que las demás variables se expresen en fun- 
caón de éstas. -• . 
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Dichas variables son x,y,z,-Tx,iy, porque todas ellas 
varían con !a posición del punloíi, cuando éste recorre todo 
el volumen de la esfera de radio e. 

Pero fácilmente se determinan los valores de estas cinco 
cantidades en functón de las tres variables de la integra- 
cíón. 

En efecto; tendremos, llamando jc,„ yg, ¿o, á las coorde- 
nadas og,gh, o'h del punto o', 

of' ==0^ + gf = og -i- of = Xo + sx. 
e'/ - ?A + f/ = J»» + ^y, 
ae' = ee' + ae = 2o + iz. 

Y, además, 

3x=o'f=db=:da.cosbda^o'a.%en'>.cosfo'e=rsm'¡cos-^, 
sy=ef== ab=da .stnbifa=o'a .sen'i .stnfo'e = rsenhsen''^, 
5z=ac = fcos't. 

Sutretituyendo todos estos valores en C", tendremos: 



D (x„ -f rsenficos'i. J'o -t- fsen'fseni. 



,ZM,= 



Zji + rcos'j) ----- r=sen'ycos-'¡'-r'sen-fisen'¿fsenOdOí/ií/r. 



Claro es que mientras no se conozca la forma de la fun- 
ción £) y la forma de la función / no se podráii efectuar las 
integraciones. 

Pero cuando se efectuasen, desaparecerían las variables 
de la integración r.'>,'!f y no quedarian más que los limi- 
tes t, -., y las constantes Xg j'o ^o- 

En suma, en la integral no entran más que cantidades 
constantes para todos los puntos del cuerpo, como son «, «, 



plas constantes de /, y además. como hemos dicho.Xo^'orD- 
Luego hemos comprobado lo que indicábamos antes en 
el caso de un cuerpo helerogéneo: [os coeficientes A, B,C, 
para las tres ecuaciones fundamentales de cada punto, son 

Inciones de las coordenadas de ese punto. 
Además, vemos comprobado lo que varias veces dijimos: 
le para todos los puntos del cuerpo, exceptuando los de la 
ina i, contigua á la superficie, si el cuerpo es Hmitado, la 
rma de las ecuaciones es la misma. 
En efecto; para todos los puntos, tas cantidades que es- 
lán bajo signo de integración, tienen exactamente la misma 
flma: la forma de D es única, la que expresa la densidad 
1 cada punto; la forma de/también es la misma. es la de 
íunción de Saint-Venant; todas las demás cantidades 
Itran dei mísmo modo, y no diheren estas infegrales de un 
^nto á otro, sino en las cantidades Xo.yo.Zo, las cuales, 
mo son constantes para todas ias inlegraciones, entrarán 
1 el resultado de la misma manera. Por eso Xo,yo. Zo apa- 
)ccn del mismo modo en los coeficientes, para todos los 
mtos, y el conjunto de ecuaciones se podrá substituir por 
, si se consideran x^, yo< ^o como variables. 
iDe propósito, omitimos una circunstancia esencial. No 
Bta que las expresiones que están bajo el signo integral, 
ngan la misma forma, es preciso que los llmites sean los 
htemos. Para todo el espacio interior lo son, porque la es- 
fera es completa. Pero no lo son para los puntos de la 
2ona E, porque no es complelala esfera; y, precisamente los 
límites están expresados, como sería fácil demostrar, en fun- 
ción de Xo, >>„, Zo. 
^^ Pero esto es evidente, porque de la posición del centro de 
^^besfera depende que una mayor ó menor cantidad de ésla 
^^Bté comprendida en dicha zona. 
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Si no fuera enormemente diffcii , éstas serían las ecuacio- 
nes que debieran integrarse, según indicábamus en una de 
las cotiferencias anteriores, 

En la próxima, pasaremos ya al esludio de los cuerpos 
homogéneos. 



Conferenola stíptlma. 



SeSORES : 



Obtuvimos ya las tres ecuaciones fundamentales de la 
elasticidad para todo e1 espacio, si el sistema era indefinido, 
para lodo el sistenia, menos para una zona de espesor £ in- 
mediata á la superficie límíte, si era limitado el sistema. 

Y después de aigunas simplificaciones generales, de las 
que todavia algo tendremus que decir más adelante, empc- 
zamos á estudiar aquellas otras simplificaciones que depen- 
dían de la estmctura del sistema. 

Y marcamos tres tipos de estructura: 
La de los cuerpos lieterogéneos. 

La dc los cuerpos homogéneos. 

Y la de los cuerpos ¡Si3tropos. 

Y empezamos en la conferencia anterior á estudiar el pri- 
mero de estos tres grupos, á saber: el de los cuerpos hetero- 
géneos. 

Vimos, que las tres ecuaciones fundamentales eran ecua- 
ciones diferencíales lineales en que entraban las derivadas 
de segundo orden, y que los coeficientes eran, en generai, 
funciones de x,y.z. 

Sobre este punto todavia debemos insistir. 

Tomemos como tipo iino de los coeficientes, porque lodo 
lo que de este ejemplp digamos, puede repetirse para cada 
uno de los demás coeficientes. 
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Dicho coeficiente, que nos servía como de tipo, era éste: 

C" = ^f' £'£'' D{x, -,- ix, y, r iy. z, -r ír) 

/'('■) 

r-sen-fi cos-| . r- sen'O seii^i)' . /^senü . di . d^.dr 



£rr 



/■(r) 



- r"^ sen'^fi sen'| cos*'i d'i </•}- dr. 



Del examen de esta ecuación dedujimos, que el cocficien- 
te C" y lo misnio otro cualquiera, efectuadas las inlegracio- 
nes, venía á convertirse en una funciún determinada de can- 
tidades constanles y de las tres coordenadas Xa,ya,Zo del 
punto al cual se aplicaban dictias tres ecuaciones fundamen- 
tales para expresar su equilibrio. 

Claro es que antes de efectuar las integraciones, era pre- 
ciso substituir en vez de ^x, ^y, ^z sus valores, 

íx = fcosisenO, ?>- = rseri'l'seníl, íz = rcos^ 

en este y en todos los coeficientes A, B,C, Á fin de que no 
queden más que las tres vahables á que han de referirse las 
tres integraciones en cada uno de ellos. 

Pero aqui ocurre intentar una símplíficación. 

En efecto; desarrollando D por la serie de Taylor, y no 
tomando más que los primeros términos, tendremos: 



D(x, 



^'X, yn 

JÍD_ 

dx 



^y< ^c 



^ Jí) - D(x„ y„ í.) - 
dO , . dD , 



dy 



%y- 




que, substÍtDyeiido en la ecuación aníerior, dará: 

llamando, para abreviar, H á todo lo que bajo la integrai si- 
gue á la función D. 

Claro es que H será yn ínfinitamente pequeño de tercer 
orden. 

bien, separando en dos grupos de integrales, 



^riT 



rxT 



dx 



dy 



dP 
dz 



.).. 



Al obtener el anterior valor de C", ocurre despreciar ei 
último grupo; con lo cual, la simplificación seria importan- 
tfsima para el caso de los sistemas heterogéneos, que es el 
que estamos considerando. 

Y esto, á primera vista y en general, parece legítimo, por- 
que en la expresión 

n. nr. ni^, rf£) ¿o ^ , dD ^\^ 



ís 



"\ 


dD 
dx 


'.x + 


dD 
dy 


iy + 


dz 


viar, 


pondremos 


lajo 


a forma 




dD 
dx 


»x - 


dD 
d, 


iy- 


dD 

dz 


íz\h. 



expresando las tres integrales por f que indica que se trata 

de una integral triple; en esta expresión, repetimos, H es un 
infinitamenle pepueño de tercer orden; pero el parénlesis 



contiene ^x, ^y, ^z, que hemos dicho sierapre que son can- 
tidades sumamente pequeñas; luego diciia integral tríple pa- 
rece que es infinitamente pequeña comparada con la primera 



íTr-- 



ó abreviadamente, 



X, 



y que podrá despreciarse. 

En efecto, podria decirse, el elemento diferencial de esla 
última es DH, siendo D una cantidad finita y H un infinita- 
mente pequeño de tercer orden; y en cambio, en la segun- 
da integral triple, cada elemento diferencial se compone de 
ima diferencial de ferccr orden H como en el primer caso, y 
de una cantidad muy pequeña respecto á D que es 



dx 



dP 

dy 



dD 



Este razonamiento que tan claro parece, es inaceptable en 
algunos casos. como vamos áexponer; porque en estas con- 
ferencias, de pura propaganda y en que sóto procuramos 
desembarazar el terreno á los principiantes, nuestro objeto 
debe ser doble; explicar verdades y prevenir errores. Todo 
ello á manera de ejercicio, no sólo de los problemas de la 
Fisica matemáfica, sino de los problemas de cálculo con que 
aquéllos se enlazan. 

Séanos permitida, pues, una digresión que no parece 
inútil. 
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Las dos integrales que debemos comparar, para ver si la 
segunda es despreciable con respecto á la primera, son, es- 
crtlas abreviadamente. 



Jti! 



■ dD 



dD , dD 



dz I 



en que los limites son los mismos; en que 
^ dD dD dD 



dx ' dy 



dz 



son funciones conocidas de Xg, yo, ^o, y en que //es una di- 
ferencial de tercer orden cuyos tres factores diferencíales 
son d'i, d¿, dr. 

Claro es, que como D es función de x„, yo, Zo, refirién- 
dose estas coordenadas al centro de la esfera, dicha cantl- 
dad D será respecto á la integral una constante, que podrá 
sacarse fuera del signo integral, de suerte que las dos expre- 
siones que heraos de comparar, serán 



"i>.ií(- 



dD , 

ox 

dx 



dD . dD 

dy dz 



^z\H, 



Decíamos antes, quc la segunda integral parece que ha de 
ser muy pequeña en comparación con la primera, puesto 
que contiene íx, Sy, ^z; pero deben fijarse mis oyentes en 
que estas cantidades no son verdaderas diferenciales, por- 
que no son variables que tíendan á ser cero, y que sólo deban 
considerarse en este concepto. 

Son cantidades finitas de una serie discontinua y al subs- 
tituir á la discontinuidad la continuidad se expresan, según 
hemos visto, por 

5x = rsenOcosA, ?;' = rsen'iseni¡<, •iz = rcosÍ. 



I 

I 



De modo qi¡e no entran en estas expresiones las verda- 
deras diferenciales d'i, d-l, dr. 

Tanto es así, qne las tres expresiones anteriores, pueden 
tener valores en la integrarión, comparables al limite t pues- 
to que contienen r. 

Así es que por la regla de las díferenciales de diversos ór- 
denes, no es despreciable la segunda integral en comparación 
con la primera. 

En resumen y con más claridad. 



dD 
~dx~ 



dP 

dy 



ly^ 



iz 



podrá ser muy pequeña en comparación con D, pero no pue- 
de en rigor considerarse como una diferencial, 

El problema, pues, se plantea de otro modo, que á nues- 
tro entender es el siguienle: 

Si representamos por h„, h,, h.. los diferentes elemen- 

tos de la primera integral. y si representamos asimismo por 
tiyi ^. 'í. y cn general por / los diferentes valores de 



dP 
dx 



•ÍX + 



Sy ~ 



dD 
dz 



en los difercntes elemenfos de la segunda integral, valores 
que serán distintos para cada elemento, puesto que para 
cada uno son distintos «'x, ^y, ^z, todavía podremos dar á 
ambas integrales la siguiente forma: 

D C H = D(ho + h, + hj + ; 

tH = í^ha+ íiA, -i- íift, + 



r 



Si todos los términos de ambas integrales tuvieran el mis- 




mo signo, á la segunda integral se le podría aplicar el teo- 
rema elemental de las cantidades medias y representando 

por t„ el valor medio de /o, /,, l., las dos integrales 

serlan 

£»(/!„ r ft, + As - ); ím(fio + /í, + A, + ); 

y como /m es un valor medio de 



dD 
dx 



dP 
dy 



es evidente que la segunda exprcsión seria mtiy pequeña en 
comparación coii la primera. En efecto; el segundo factor cs 

el mismo h„ h, h. y Z> es mayor, mucho mayor 

que t,„. porque D es la densidad y i„, un incremento de la 
densidad para puntos muy próximos al cenlro de la esfera; 
muy pri!)xÍmos decimos, porque son puntos interiores de la 
esfera Ue actividad y el radio de ésta, t, es pequenisimo. 

Mas, por otra parte, ni ias h n¡ las / conservan, en gene- 
ral, el mismo signo; de modo que en las integrales, los ele- 
mentos diferenciales pueden ser ya positivos, ya negativos, 
con lo cual, no podemos sacar como factor común en la se- 
gunda integrat el factor /„,: el teorema de las cantidades tne- 
dias no es aplicable á este ejemplo, y se comprende, en t¿r- 
minos generaks , que puede liaber casos y problemas, pres- 
cindiendo del actual, en los que la segunda integral sea com- 
parable á la primera, y aun superior, 

Tomemos un ejemplo : 

Supoiigamos para fijar las ideas, prescindiendo del proble- 
ma de F/sica matemática que estamos esíudianda y conside- 
rando la cuestión como puramente de anáiisis, que las / con- 
servan el mismo signo; pero que las li puedan ser ya posi- 
tivas, ya negativas, y designemos las positivas todavia por h 



y las negativas por k. Las dos infegrales podrán ponerse 
bajo esta forma : 



£)(/)„ /i, +/1, - A-. - A, -fr, ); 



En la segunda expresión podremos sacar un valor medio 
de / para los términos positivos, sea t„; y otro vator medio 
de /, que será distinto del anterior, en general, y que desig- 
naremos por /„, para los férminos negativos. Con lo cual 
podremos poner las dos expresiones que vamos á comparar, 
bajo esta forma: 



D(h„ - h, h, )-D(ko k, ^ k, . 

tm(h„ - /í, + /íj ) -f'„,(/r„ + A, ~ k.,. 



y ya no es posible decidir, en general, cuál de las dos ex- 
presiones es superior á la otra, ni si son comparables. 

En efecto; basta ver que hay casos en que puede verifi- 
carse cualquiera de estas hipótesis para demostrar que es 
imposible una decisión generat. 

Supongamos, por ejemplo, que /'„, es tan pequeña, que el 
término en que entra como factor, puede despreciarse. En 
este caso sólo quedarán estas dos expresiones: 



Dih,. 



h, 



- D(k,, - 



•■■■) y 'm(Ao -h fti r ). 



La segunda podrá ser muy pequena, si lo es /„,; pero la 
primera es la diferencia de dos cantidades del mismo orden, 
y puede ser tan pequeña como se quiera. 

Por lo demás, esto supone que hf, -\- hi-\- ..... — k^-\- 

-j- Ar, es muy pequeña, y que lo es el término que con- 

sideramos. 

Pero no podemos llevar niás lejos la presenfe discusión, 
sin separarnos del objeto principal de esta conferencia. 
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Decímos esto, en términos generales, y para demostrar 
que cuando hay términos positivos y negativos en cada una 
de estas series, a priori no se puede decidir que la última 
sea despreciable , aunque bien pudiera serlo; mas para de- 
mostrarlo, seria preciso una discusíón especial. 

Y que en la serie Ao + /íi + h^ entran términos positi- 

vos y negativos, es evidente, porque en el elemento diferen- 
cial de C, es decir, 



-r 



Drfl/.ZÍílsx^Sy^ 



si bien son cantidades positivas D, dV, ^x^, oy^, r en- 




Plgura 24. 



tra/(r) que es, llamando/i (r) á la función de Saint-Ve- 
nant, 

d /i(r) _ rf\(r)-A{r) 

dr r r^ 



y /i (^)> desde a á e, siendo abc la curva de Saint-Venant, 
será positiva en ¿? y será negativa en c, en la hipótesis que 



indjca la figura 24, es decir, dado el valor del radio de acti- 
vidad ot. 



Pero hay más: suponiendo un caso ideat, como se supone 
en la hipótesis de Cauchy, es decir, que las masas pueden 

considerarse como puntos matemáticos; la expresión -- -■— 

r 

tendrá la misma fcrma en r para todos los elementos dife- 
renciales de todas las infegrales triples correspondientes á 
todos los coeficientes y aun para todos los sistemas elásti- 
cos; pero, en rigor, si el cuerpo es heterogéneo y si las ma- 
sas tienen distinta composición química y aun distinto estado 

eléctrico, dicha expresión — --- variará de forma de un 

punto á otro, y acaso ni siquiera pueda desarrollarse por la 
serie de Taylor. 

En resumen, tratando la cuestión en general, sin descender 
á casos particiilares y á estructuras especiales del sistema, 
debe suponerse, que las tres ecuaciones fundamentales de la 
Elasticidad, cuando los cuerpos son heterogéneos, son ecua- 
ciones en derivadas parciales de segundo orden de la forma 
que ya hemos expltcado, y que sus coeficientes A,B, C son 
distintos, y todos ellos funciones de jCn, >'o. ^n- 

Ya se comprende que la infegración en este caso debe ser 
inmensamente más dificil, que cuando todos los coeficientes 
son constantes multiplicados por la densidad, que será una 
una función siempre de la misma forma en x¡,, y^, z„. 



Segundo CASO. Cuerpos homogéneos.' El tipo de la ho- 
mogeneidad es el que explicamos en la conferencia prece- 
dente. El espacio se supone dividido por tres sistemas de 




planos paraielos, igualmente espaciados para cada sistema, 
en paraleiepipedos de igual volumen, y en el centro de cada 
paralelepipedo se supone una masa m y todas iguales. 

De aqui resulta, que si se toma una dirección cualquiera 
que pase por el centro de uno de estos paralelepfpedos y que 
vaya á otro centro ú otra masa, con tal que los ejes coorde- 
nados sean paralelos para ambos puntos, las integrales ten- 
drán 1a misma forma; porque la distribución de las masas 
respecto á los planos coordenados será la misma. y por lo 




lanto los coeficientes de las derivadas parciales serán cons- 
tantes para todos los puntos de dicha recta y aun para todas 
las rectas paralelas: esto se ve claramente en la figura 25. 

Para los dos puntos a, a', si los ejes x, y, z, y :c', y' , z', 
son paralelos respectivamente, las figuras geométricas que 
forman los tres ejes coordenados, los paralelepipedos que 
les rodean y las dos esferas de aclividad %, %' , serán figuras 
geométricas iguales y superponibles por el movimiento de 
traslación representado por la recta a a'. 

Luego dos coeficientes que se correspondan en las ecua- 



ecuaciones fudamentales aplicadas á diclios puntos a, a , 
serán idénticos y darán una cantidad constante. 

Así, cuando el sislema es homogéneo . si se aplican las 
trcs ecuaciones fundamentales á todos los centros de todos 
los paraleleplpedos, por los cuales se hagan pasar ejes pa- 
ralelos, todas estas ecuaciones tendrán la misma forma y los 
coeficientes de las derivadas serán constantes, que no de- 
penderán por lo tanto de la elección del punto, sino única- 
mente de la dirección de los ejes. 

En cambio, si los ejes tomaii otra dirección, es decir, 
si elegimos otros planos coordenados, diclios coeficientes 
A, B, C, cambiarán de valor, pero permanecerán constantes 
para las nuevas direcciones de los ejes, 

En suma, A, B, C, dependerán de la dirección de lospla- 
nos coordenados, pero no dependerán de x^, y^, Zq- 

En resumen: 

1." Cuando el sistema es heterogéneo, las tres ecuacio- 
fundamentales son, habiendo dividido por m: 



X-f-- 



C")-(- 



^(C+5') + 2-f-f^C' 
axdy 



+ 2 -¿^ B' . 
dxdz 



dt' 
d'v 



-'^{B B) + -^ I.C + A") + 
dy- az- 



dx- dydz dydx 



d^w 

d-w , 



dz^ dx' 



B") 



en que .4, B, C; A', B', C', y A", B" , C", son funciones 




de X, y, z, siendo estas las coordenados de un punto cual- 
quiera. Antes las hemos llamado Xa, yo. ^'u. pero como ya 
nocabe conhisií'm, hemos suprimido el subindice. 

2." En el segundo caso, que es el de los cuerpos homo- 
géneos, las ecuaciones de la Elasticidad tienen la misma for- 

ma; pero los coeficientes A, B, C, A' son constantes para 

una direccii.'in dada de los planos coordenados. 

S¡ los planus coordenados cambian de direccíón , será pre- 
ciso determinar las nuevas constantes en función de las an- 
teriores. 

Claro es. que mientras otra cosa no se especifique, se su- 
pone siempre que los planos courdenados bon rectangulares. 



Tercer caso. Cuerpos isótropos.— Este es ei caso que 
generalmente se considera y en que se pueden introducir 
más simplificaciones. Digamos aún en el que mayor número 
de casos particulares se pueden resolver sin tropezar con 
dificultades invencibles de cálculo inlegral. 

Si el sistema es isótropo, claro es que 1a estructura será la 
misma alrededor de cada uno de !os fres ejes o' x, o'y, o'z, 
siendo o' el punto que se considera; de suerte que las tres 
integrales: 



C mf{r)lx' = A: If mm^r' 
if mmu^-^C: 



tendrán exactamente el mismo valor, porque la m es cons- 
tante; /(r) es la misma para las tres integrales triples; y sóÍD 



difieren éstas en el nombre de las coordenadas x, y^ z que es 
pura cuestión de notaciones. 
Podremos, pues, establecer 

4 = J5 = C. 
Lo mísmo podremos decir las tres integrales 

2J(8) ' 2J(8) ^ 



1 C f'(r) . 

2j(3) r 



z*= C; 



y también deducíremos para el caso en que el sistema sea 
isótropo 

A' = ff = C'. 

A igual consecuencia podemos llegar considerando los 
tres coeficientes : 

LC m ^^ ív^S^* ^A; -C m -^ Zx^Zz' = B"; 

— Cm ^-^ Ix'^sy* = C". 

2j(B, r 



Advirtiendo, que en éste, como en los demás casos, el 
símbolo r es una forma abreviada de f f f 

J(8) J J J 

Tendremos, pues, 

A" = J5" = C". 

Y resulta de aquí, que los nueve coeficientes A, J3, C; A\ 
B'y C;A'\ B'\ C" se reducen á tres distintos, que serán, por 
ejemplo, i4, A', A". 



- 188 - 

Hacíendo estas substituciones en las tres ecuaciones fun- 
damentales, se convertirán en: 



^^« + X + -4^ (^ -,- A') + ^(A -:- A") -r 



dP dx'- dy^' 

d'U d^v d^w 

r -^^ {A -: i4") 2 -?-?-- A" + 2 -^-!í- i4" = 0, 
dz' dxdy dxdz 

d-v d-v d^v 

T Y-t •^{A + A') - 44^ {A -; A") -r 



dr- dy'- dz^ 

d^v d-w d'^w 

r-íí-— (i4 + A") 2-^=-^ i4" -r 2 -^-!í- i4 ' = 0, 
dx'^ dydz dydx 

d^w d^w d-w 



d^w d^u d'-v 



dy- dzdx dzdy 

Todavía podemos introducir otra simplificación fundada 
en ser el sistema isótropo. 

E^n efecto, si hacemos girar losejes, por ejemplo alrede- 
dor del eje de la z, las ecuaciones deben afectar exactamen- 
te la misma forma, y dar el mismo valor para los coeficien- 
tes, porque la estructura es igual alrededor de cada uno de 
los ejes. 

Consideremos, por ejemplo, la integral 



2^8 



m 

8) 



/^áx' =A', 



y substituyamos (fig. 26) á los ejes ox, oy, rectangulares, 
los ejes también rectangularesox', oy\ 
Se sabe por Geometría analítica y se ve en la figura, que 



- 189 — 

si para un punto cualquiera Oy las coordenadas prímitivas 
eran 

ob=9x, ab = hy y ^z, 

las nuevas coordenadas serán 

o6' = 5jc', ab' = hy y Iz; 



y 



^^j^ 



"-.>' 



/-.. 



á 



Flgura 26. 

y entre unas y otros existirán, llamando a al ángulo que han 
girado los ejes ox, oy, las relaciones 

íx ^ o^x'cosa — <í/sena 
íy == <íx'sena -- o/cosa. 

De suerte que la integral A' se convertirá en 
A=-- 1 r m ^^-^- o^x^ = - f m ^^(íx'cosa-^í>^'sena)^ 

ó desarrollando, 

1 r f(ñ 
i4' = — I m ^ ' (o^x'^cos-^a - 4íx'^cos=*a . oy sena r 

2 J(3) ^ 

+ 6íx'^cos-a'í/-*sen-a — 4ox'cosaoy'^sen^3t-|-í/«sen'a), 



y también 



A' = cos*í . — í m - ^ ■ Jx' — 4cos^í 
j m ■ ^ ■ íx'^íy' — 6cos-asen-ti 

Jm — ■— ox'-^v'' — 4cosasen'^a, 
I.) ' 

J(8) ^" 



Í íx'iy' + sen'a . 1 r m ^^ ¿/'. 



El segundo término y el cuarto se reducen á cero. según 
hemos explicado varias veces, por contener potencias impa- 
res de ^x, Sy, dando términos iguales y de signo contrario, 
que sedestruyen, pa^a lo cual basta, por .ejemplo, tomar ei 
mismo valor de Sz, ix y dos valores + íy, — ^y. 

Los otros coeficientes son: 

2J0, »" 2j,8, r 2j,8, r 



que toda vez que el sistema es isótropo, y no cambian dichos 
coeficientes con la dirección de los ejes, serán respectiva- 
mente iguales á 

A\ A", A', 

y la ecuación que habíamos obtenido se convertirá en 
A' ^ i4'cos'a + 6y4"sen*ctcos*it + i4'sen*a. 

Esta ecuación debe verificarse sea cual fuere el valordea, 
en razón á que siendo el sistema isótropo, ha de coincidir 
siempre consigo mÍEmo. 

Y, en efecto. puede transforniarse la expresión anterior 
de este modo: 
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i4'= i4' cos^a (1 — sen^a) r 6i4" sen-a cos-a 

r A' sen*a (1 — cos^a), 
ó bien, 

i4'=i4'(sen2a + cos2a)— 2i4'sen2acos2a+6i4"sen2acos2a, 
que se reduce á 

de donde 

A' = 3A". 

Substituyendo este valor de i4' en las tres ecuacíones fun- 
damentales, tendremos: 



d^ ii d^ ti d^ ii 

+ X+ -^-^{A +2A")-{-—— {A -V A") + 



dt^ dx* df 

d^ u d^v d^w 

-r -^ (A + A') + 2-^-í^ y\"+ 2-?-^i4" = 0, 
d z* dxdy dxdz 

+ Y + -^=-^{A r 3i4") + -í?-!-(y\+y\") 



dP dy^ dz^ 

d' V d^ w d^ u 

+ ^-^ (,A + A") + 2 -^-^ A' -\- 2 -^-^ >1" = 0, 

d x2 dydz dydx 

d' w d^ w d^ w 

— -í^ + Z+ -^ (y\ + 3y\") + ^^ (A + A') + 
í//» dz^' ^ ^^ dx^ ^ ^ 

d^w d^ u d^v 

^ ^-^(A ^ A') + 2-^-^ A' + 2-^-!- A' = 0; 
dy^ dzdx dzdy 



que'Se pueden poner bajo esta forma: 

d^u d^u íd^u d^u\ 
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\dxdy dxdzj 

d^v d'^v í d^v d'V\ 

^ " + K . ^-.^(A .. 3>1") + (|¿ +^Ya A-A") 



dt* df 



I d^w d^u 
\dydz dydx 



d^w d^^/A Qyi-x /^*w . d'W\ ,, 



/ rf-'u ^ (/^V 



)>1" = 0. 



Generalmente dichas ecuaciones se escriben de este modo: 



^JL^X+2A"(^+-^.^^] 
dP \dx'- dxdy dxdz) 



\dX' dy^ dz^) 

dP \ dxdy dy'^ dydz ) ' 

^(^ +.»)(— + —- + —) 

i^-'-''-=Z + 2^"(^+-^^-+.^\,- 
dr^ \ dzdx dzdy dz^ / 

\ dx' dy'~ dz'' ) 



Si para simplificar observamos que, 



u d'-v d-w d í d II . dv dw\ 

:'-' dxdy dxdz dx \dx dy dz f' 



llamando á la suma del paréntesís, tendremos 
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d^u , rf*v , dw aO 



rfx* rfxrfy rfxrfz dx ' 
siendo 

rfx dy dz * 

Además, y con el mismo objeto, representaremos : 



(Pu d^u , flPí/ 



(/X=^ rfy* (Pz 

por la notación Aa á que Lamé Uama parámetro diferencial 
de segundo orden; es decir, 

d^u , d^u , d^u . 



dx^ dy^ dz^ 

Con estas notaciones, la prímera ecuación fundamental, y 
del mismo modo las otras dos, se pueden escríbir bajo esta 
l'orma, al parecer sencillísima: 

rf*í/ rf9 



dP dx 

d^v rfB 

= y + 2A'' -^ 4- (>l + A") Av, 



(//« dy 

d^w dh 

" =Z + 2>1" — +(y\ + >l")^í'; 



(//» (/y 



en las que se supone: 



t, du . dv , dw 
dx dy dz 

d^u , d^u , d^u 

^^ = -7-r- + —rT- + 



dx* dy^ dz^ ' 

1« 



rf^v d-v rf-'v 

dX' dy* dz* 

d^w d'w , d'w 

dx" dy^ d¿» ' 



Hay todavía la costuinbre de representar los coefícientes 
por una sola letra. 

Por ejemplo; 

2yt" = >,, A - A" = y,. 



según la notación de Mr. Laurent, y resulta: 



d^u 
dt» 
d'v 
dt' 
d^w 



dx 









En rigor, las fórmulas clásicas á que nos referímos, con- 
tienen también dos constantes, sin los subindices, que he- 
mos agregado para que no se confundan estos coeficientes 
con los de la fórmula que escribiremos en seguida. 

Claro es que los valores de X, y ¡i.,, en el sistema de Cau- 
chy, son los siguientes: 



\ = 2A" - 



J.m 



sy'di?. 



iJm/(r)J;t' -r ij,.. -ÜÍ íy'j; 



Monsieur Lamé, siguiendo un método distinto del de Cau- 
chy, método que nos proponemos exponer en las conferen- 



- 195 — 

cias del año próximo, llega casi exactamente á las misnias 
fórmulas, que hemos obtenido, aunque variando el nombre 
de las constantes. 

Las formulas de Lamé son : 




Difieren de las fórmulas anteriores en que en vez de \ es- 
cribe X f- ¡í; en vez de [ti, pone ¡a; y agrega el factor p en el 
segundo miembro. 

Esto íiltimo no altera la forma de las ecKaciones; porque 
basta dividir cada ecuación por p para pasar de las segun- 
das á la primera, eslableciendo las relaciones 



con lo cua! se pueden deducir las equivalencias entre ^i, X, 

Hiyi»- 

Pero la forma de las ecuaciones es exactamente la misma. 

Esta misma forma adoptan otros varios autores, por ejem- 
plo Mrs. Mathieu, Appell, E. Sarrau. 

Por íiltimo, á las mismas formulas para los cuerpos isó- 
tropos, que es ei caso que estamos considerando, llega 
M. Poincaré siguiendo un método distinto de los anteriores, 
porque, como ya hemos dicho y como desarrollaremos en 
uno de los cursos próximos, parte de la teoría de la poten- 
dál, y prescinde de la hipótesis de las fuerzas centrales. 

Sus ecuacionesson: 






X + 



C^-h\^) — + \^^v=^Y^ 



d*u 

d^w 
dt' ' 



que son iguales á las precedentes con sólo suponer p = I , 
ó, si se quiere, con admitir que la densidad está contenida 
en las constantes. Una diferencia hay más importante y es 
que en las fórmulas de Cauchy sólo entra una constante 
como veremos en otra lección. 

Estas coincidencias no deben extraiíarnos, porque el mé- 
(odo de !as fuerzas centrales está contenido como caso par- 
ticular eti el método de las potenciales. 

Entro en estos pormenores para facilitar á mis oyentes el 
estudio de las obras clásicas y la comparacíón de unas fftr- 
mulas con otras. 



Estudiando las simplificaciones, que en los sistemas isótro- 
pos pueden introducirse por razón de su estructura, henios 
reductdo los nueve coeficientes A, A ', A"; B, B', B"; C, C, C", 
á s61o tres, A, A', A". 

Y luego. siguiendo eti la hipótesis de los cuerpos isótro- 
pos y haciendo girar al sistema, por ejemplo alrededor del 
eje de la z, hemos reducido los tres coeficientes A, A', A" á 
dos no más, A, A" , en virtud de la relación 



A' = ZA". 



Pero esta relación puede demostrarse directamente: basta 

calcular las integrales que expresan A' y A". 
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Daremos en seguida esta demostración á manera de ejer- 
cicio. 
Sabemosque, 



A = I m ^ ^ ' fz' y A = I m -¿-i-í 



íx^Sy^. 



y expresando ambas integrales en función de las tres varia- 
hles &, '}, r, y efectuando las integraciones, podremos des- 
arrullar los siguientes cálculos, que apenas necesitan expli- 
cación, porque son integraciones de carácter elemental, que 
detx) suponer que conocen mis oyentes, y que, en todo caso, 
se expücan por sí mismas. 

Como el cuerpo es isótropo, y además homogéneo, la masa 
será igual al producto de ia densidad, que es una constante, 
por la diferencial del volumen. 

Así, siguiendo las notaciones que hemos empieado en 
otras conferencias, tendremos: 

m = D .dV 

r 

rfV=rsenl)di. rdí . dr. 
Además, se sabe que 



Suttstituyendo en el valor de A'j resultará: 
2 J.) '■ 

=J.J£J"o..v.4I..co...= 
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Las integraciones se pueden separar porque están separa 
das las varíables : asf 

A' = ^C d^ fsenecos^erfeí ^D^^-^t^dr. 

2jo Jo Jo ^ 



La integra! relativa á r depende de la forma de f(r) y de 
los límites, suponíendo que se efectúa, y llamándola Aí, 
tendremos: 

C^D ^^r^dr = M. 

X ' 

Asimismo podremos efectuar la primera integral 

►2r 



X 



d^ = 27C, 



y el valor de A' será : 



' = -2irAf f 

2 Jo 



sene cos*Oí/e, 



que también se integra directamente. En efecto; 

C^ , , / cos^o\" 2 
I senf) cos'e ae =- | 1 = — ; 

Jo \ 5 h 5' 



por lo tanto. 



A = - -M. 
5 



Calculemos del mismo modo 



2j,3, >■ 



- 199 — 

Desde luego, tendremos como antes 

m = D . dV =^ D. r^ send db d^dr, 

y además, según resulta en la fígura 23 (conferencia G.""), 

íx -= db ^ arfcosA = oa . sene cosA ^ rsene cos^j^, 
^y -^ ab = arfsenA = oa . seno cosi ^-- r sene senj^. 



Substituyendo en el valor de A\ tendremos 



/'(/•) 



2j(8, ■ ^ <■ 






y separando las integrales 



"=-^ ( sen2¿cos5^|rf'} \ sen^e d^ \ D ^-^ r^dr. 
2jo Jo Jo ^ 



\ 

I 



Recordando que 



p^ 



^ r^dr = M, 



obtenemos: 

►2Tr 



/f 



1 /^ZTT /^lt 

= — Af j sen^^ cos2<{/ í/<^ | sen^e . rfe . 

2 Jo Jo 



Efectuemos separadamente estas dos últimas integrales 

rsen^erfe=| sen*e.senerfe= ; 

(1 —cos^e^^sene rfe = | (1— 2cos2e+cos^6)senerfO, 
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y, por !o tanto, 



1 sen*e rfa = 1 — cose H cos^S cos*^ I 

Jo [3 5 Jo 



L 3 3 5 5 J 15 



Calculemos asimismo 



»27c n2n 



sen^t^ cos^^j/ rf^l^ = | j — sen2<^j do 



— sen«2t};.rf.24/. 
8 



Haciendo para simplificar 2^ = <li, con lo cual los líini- 
tes serán y 4«. 

sen*<!^ cos^^j^ rf^ = — | sen'Ai di^i = 



Y, por fin, 

»27: 1 r l^'^ 

Jo 



j sen^i}. cosH rf^ -- — l^^i - sen2t^i 1 



32 4 



Substituyendo el valor de estas tres integrales en i4", re- 
sulta: 

A — — M . . — ~ = Mt:. 

2 15 4 15 



Y como el vaior de A' era 

5 
resulta, evidentemente, 

A' = 34" 

que es la misma relación obtenida anteriormente. 



Vemos, pues, que las fórmulas de la Elasticidad para los 
cuerpos isótropos, son casi las mismas, sea cual fuere el 
método que se siga, y, por lo tanto, en su esencia las mis- 
mas para todos los autores. 

Con una diferencia que marcaremos en ocasión oportuna. 

Los coeficientes numéricos a y u. tienen una significación» 
bien pudiéramos decir, que puramente experimental, en al- 
gunas teorías. En la de Cauchy tienen una forma perfecta- 
mente determinada y definida por integrales triples, que de- 
penden de la estructura del sistema. 

Eliiamos las ecuaciones de Poincaré, que son las mismas 
que las de Lamé y otros autores, con sólo dividir la ecua- 
ción por la densidad, que es una cantidad constante. 

Estas ecuaciones son : 



, d^ 



-K + 



dP 
d*w 



dz dt* 
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Comparándolas con las que hemos obtenido 

>i— +l*iAí/ = - A' + — — 
dx dP 

dy '^ dP 

a equivalencia entre las constantes será la siguiente: 
de donde 

Y como sabemos que 

J.B) ^ 

tendremos 

X = l r;n^^Sy28z2_l rm/(r)Sx2 

2J(3) ^ 2J(8) 

y 

l^ = ~ f m^Sy^8z'^+irm/(r)8x^ 



que son expresiones que podríamos calcular si conociése- 
mos la forma de la función / 

Esta es, indudablemente, una ventaja del métodode Cau- 
chy, como veremos más adelante. 



Porque si bien las tres ecuaciones fundamentales de la 
Elasiicidad hemos conseguido reducirlas para el caso de los 
cuerpos isótropos á una forma en que sólo entran dos cons- 
tantes ). y in aun se han esforzado algunos fisicos en buscar 
relaciones entre ambas para ver si todo el problema de la 
Elasticidad, al menos para los cuerpos isótropos, podían de- 
pender de una sola constante, y aplicando estos resultados 
experimentales. como veremos en otra conferencia, á las in- 
tegrales anteriores, resultan relaciones, que si no como le- 
yes definitivas, como orientaciones racionales en estos pro- 
blemas, pudieran tener su importancia. 



Las tres ecuacioneá obtenidas se aplican á los movimien- 
tos elásticos; y suprimiendo las segundas derivadas con re- 
laciÓn á /, quedan estas tres ecuaciones, que son las del 
equilibrio de Elasticidad. 



O^- rí 



do 



aMi = - X. 



(X ^ ;.) 



dy 



cuya forma parece muy sencilla y no lo será tanlo, si des- 
pués de poner los valores de 'J y del símtwlo A se desarro- 
llan en la forma ordinaria, porque entonces resultan ecuacio- 
iies en derivadas parciales con relación á x, y, z, de segun- 
do orden. 

Tomándolas bajo la forma anterior, debemos fiiarnos en 
lo que significan et símbolo A y ta cantidad h. 
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El primero, aplicado á cualquier función de las tres va- 
riables independientes, significa como hemos dicho, esta 
operación simbólica: 



dx-' df 



JL. 
d¿* ' 



que es lo que se llama también ui¡ operador simbólico. 

Aplicada á ia función u, habrá que escribir u detrás de d*, 
resultando, 

d^ü , d^u d^u 
dx^ dy^ dz^ 

lo cual ya tiene una signifícación clara: hay que derivar dos 
veces con relación á x; dos veces con relación á y; dos ve- 
ces con relación á ^ la función u de z, x, y; y después su- 
mar los tres resultados. 

Aplicando el mismo operador. que es un símbolo general, 
á la función v, resultará asimismo 



dx'^ 



d^v 
dj' 



d^v 
d¿^ ' 



Y otro tanto podemos decir, si se aplica el mismo simbo- 
lo á ic, ó á otra función cualquiera de las variables indepen- 
dlentes x, y, z, en éste ó en otro problema de Fisica mate- 
málica. 

Porque anunciamos desde ahora, que este simbolo y esta 
expresión se encuentran en multitud de problemas y tienen 
extraordinaria importancia. 

Oran importancía tiene también en esla Teona de la elas- 
ticidad, la cantidad Q, que como hemos visto, se expresa de' 
este modo: 

, d u ^^ i É^ 

dx dy dz 




y ticne una significación perfectamente clara y determi- 



H representa, como vamos á demostrar, la dilalación cúb¡- 
ca de la unidad de volumen del sistema, ó si se quiere la di- 
latación de un cubo igual á !. 

Es decir, que si lomamos un volumen muy pequeño del 

sistema, por ejemplo V, en su estado primitivo, y por efecto 

de las deformaciones se convierte en V ^ dV,t\ aumento 6 

la disminución de volumen, que en general podemos llamar 

dilatación, aunque si lleva el signo nienos será una contrac- 

ción, estará representado por dV. Pero si lo que se lia dila- 

tado el volumen es dV, referida la dilatación á la unidad, es 

decir, determinando lo que se dilataria la unidad de volumen. 

dV 
si todo él se dilatara como V, resultará , que es precisa- 

inente lo que hemos Ilamado 6. 

Esto es lo que vamos á demostrar en forma elemental y 
tan rápidamente como nos sea posible, porque e! estudio 
completo de las deformaciones de un sistema, geométrica- 
mente considerado, lo dejamos para el curso próximo, cuan- 
do esludiemos la Teoria de la elasticidad por ei método clá- 
sico de Lamé y de otros matemáticos. 

Imaginemos en e! sistema elástico un paralelepipedo tri- 
rrectángulo cuyas aristas sean paralelas á los ejes x, y, z. 

Supongamos que las longitudes de las tres aristas sean 



cl volumen scrá 



í x, Sjí, oz; 



3j: , í^ . 3z. 



Determinemos tas deformaciones de las tres aristas de este 
paralelepípedo (fig. 27), de las que resultará naturalmetite la 
variación del volumen ^x. '^y. í¿. 
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Considerando la arísta 9x y no teniendo en cuenta más 
que las varíaciones paralelas al eje de la x, tendremos que 



/ 



7\ 




• é 



I / 



Flgora 27. 



T 



una extremidad, la de la izquierda por ejemplo, varíará u, que 
es la deformación de este punto, y la otra extremidad varia- 

rá í/ H ^x, es decir, el valor u más su incremento al 

dx 

pasar de un extremo á otro de ^x. 
Luego ^x se convertirá en 



^jx + u 



du ^ ^ , du ^ 

íx —u = ^x-\- — Ix. 



dx 



dx 



Esto se ve con toda evidencia en la figura. 

En ella ab = ^x: el desplazamiento a suponemos que sea 
aa' = u. 

El desplazamiento de b será bb' ^ aá -\- el incremento 
de aa\ 

Así aí? se ha convertido en 

a'b'=ab + bb' — aa=^jx -| aa \- incre. aa' — aa^ 



— Zx-\- incre. u. 
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Pero el incremento de u en este caso es el debido al incre- 
mento ab = ^x, luego 

du ^ 
rncre, u = — í x, 

dx 
y lo mismo que antes 



..=..(. +f). 



Como otro tanto pudiéramos decir de las otras dos aristas 
8y, Sz, 

Tendremos: 



Arista paralela al eje de las x del nuevo paralelepípedo 



"ht) 



Arista paralela al eje de las y ^y ( 1 + 



(-^) 



Arísta paralela al eje de las z izll -\- -^ ] 



dw\ 

dz) 
Por lo tanto: 

Volumen del nuevo paralelepípedo, es decir, despues de 

la deformación 



(■+f)('+^)('+^)'^'^''' 



y desarrollando 

i ^ . du , dv , dw , du dv , du dw . dv dw\^ ^ . 
V dx dy dz dx dy dx dz dy dz ) 

Si suponemos que las varíaciones de u, v, w, son muy pe- 

queñas en comparacion de ^x, ^y, ^z, ó sea que las deriva- 

du dv dw 
das , , son muy pequeñas, podremos despre- 

dx dy dz 



ciar 5US productos y tendremos para el volumen del parale- 
lepipedo deformado 



du . dv , rfiv \ t t * 
— -h — + — )«5yoz. 
dx dy dz / 



-0 



dilatación - ( I + — + — + — "^ Sx5ySz - 
dx dy dz j 

. , . ( dü , dv , dw\^ . , 
- Sxayoz ==—+—+— ^xlyt>z. 
\ dx dy dz } 



dilatación _ du dv dw 
^xlylz dx dy dz 



que es precisamente el valor de B. 

Ciaro es qiie para llegar á este resultado liemos admitido 
varias hipLitesis: 

1." Hemos supuesto implícitamente que el paralelepípe- 
do, cuyas aristas eran ■'x, ^ y, '>z, al deformarse conservaba 
de una manera aproximada 1a forma de un paralelepípedo 
trirrectangular. 

2.* Hemos supuesto aun, que las deformaciones para to- 
dos los puntos de una cara eran iguales yestaban represen- 
tadas por rectas iguales y paralelas. 

3." Hemos adniilido también, que las únicas componentes 
de las deformaciones que producian cambio en el volumen, 
eran las componentes ái la deformación perpendiculares á 
cada cara, y estj es una consecuencia de las dos primeras; 
porque si la cara de un paralelepipedo se mueve paralela- 
mente á sl misma en su propio plano, es claro que el para- 
lelepipedo primitivo se convierte en otro de la misma base y 
de la misma altura, y por consiguiente de igual volumen. 
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4/ Por último, hemos supuesto que las variaciones de 
cada desplazamiento, mejor dicho, de sus componentes, 
eran cantidades muy pequeñas con relación á las aristas del 
paralelepipedo primitivo. 

Todas estas hipótesis se justifican fácilmente demostrando 
que los crrores cometidos son, en general, de orden supe- 
rior. De todas maneras como esta cuestión liemos de tratarla 
ampUamente en el curso próximOj por ahora nos contenta- 
remos con la demoslración elemental y aproximada que pre- 
cede. 



Pero necesitábamos defínir la cantidad n y explicar su sig- 
nificación, porque es cantidad de gran importancia en la 
Teoria de la elasticídad, no sólo porque representa la dila- 
tación cübica por unidad de volumen, parámetro importan- 
tísimo en !a teon'a que estudiamos, sino porque enlra como 
variable auxiliar en las tres ecuacioncs generales de la Elas- 
ticidad, segiín hemos visto, y hasta en la solución de algu- 
nos casos particulares. como veremos. 

Las tres ecuaciones, mediante las dos cantidades auxilia- 
res B y A, que más bien que cantídad es esta'última una fór- 
ma simbólica, resultan tan senciltas, que aun siendo compli- 
cadas en el fondo, es fácil retenerlas de memoria sin esfuer- 
zo alguno. 

Por ejemplo, la que corresponde al eje de las x, podre-, 
mos decir, que se obtiene: agregando á la fuerza de inercia 
eorrespondiente á este eje, y á 1a componente de la fuerza ex- 
terior paralela al mismo eje, dos términos, que serán res- 
pectivamente, una constante muftiplicada por la derivada 
de con rclación á x, y otra constanle multiplicada también 
por \u. Y del mismo modo las otras dos ecuaciones. 

Hemos obtenido, pues, las trcs ecuaciones generales de 
la Elasticidad, que expresan el equilibrio de cualquier punto 
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y que integradas darán los tres desplazamientos //, v, w, en 
función de x, y, z, para e! caso del eqiiilibrio, y u. v. w, en 
función X, y, z, t, para el caso del movimiento. 

Con esto, sin embargo, no tiemos resuelto, ni aun hemos 
planleado, el problema general de la Elasticídad. 

Porque no olvidenios, que hasta aquf sólo hemos plantea- 
do la milad del problema . s/ c/ sistema es limitado. 

Si, por el contrario, ef sistema cs ilimitado, si comprende 
todo el espacio, como sucede, por ejemplo, en la Teoria dc 
la luz, el problema está planteado por completo, y no que- 
da más que especifícar cuáles soii las condiciones iniciales, 
es decir, los desplazamientos iniciales de cada punto mate- 
rial y sus veiocidades íniciales también. Con esto el proble- 
ma se reducirá ya á un problema de cálculo integral: deter- 
minar las inlegrales, ó sea u, v, w, en función de x, y, z, i, 
de modo que satisfagan á las tres ecuaciones diferenciales, y 
además á las condiciones del inslante / = 0. 

Asi es que no hay que escribir más ecuaciones de equi- 
librio: las tres ya escritas son necesarias, pero suficientes, 
1o mismo para el caso del equilibrio, que para el del movi- 
miento. 

Por el contrario, cuando el sistema tiene un limite, 6 sea 
cuando está limitado por una superficie, las tres ecuaciones 
que hemos obtenido no expresan, por decirlo de este modo, 
más que la mitad del probiema, ó sea el equilibrio en el 
interior del cuerpo, hasta una distancia i, que es el radio de 
actividad, de la superficie del cuerpo: mas para esta zona, 
que se encuentran en condiciones distintas de los puntos 
del interior, hay que haccr un esludio especial. 

Y en rigor, para expresar tales condiciones, es preciso 
abandonar, 6 sino, hay que modíficar cl método de Cauchy 
que hasta aqui hemos explicado, y es prcciso acudir al mé- 
todo de Lamé y al tetraedro elemental, según veremos en 
una de las conferencias próximas. 
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Conferenola ootava. 

Señores : 

Obtuvimos en la conferencia anterior las tres ecuacíones 
fundamentales de la Elasticidad , bajo esta forma sencilla : 



dt^ ' dx 

■^^+ K+(X + ¡x) — +aAV = 0, 

dt^ ^ ^^ dy ^ 

rf' w dH 

^_!L + z + (X + p)-^ + (xAw = 0; 

dt^ ^ ^ ^^ dz ^ 



en que representa la dilatación cúbica por unidad de vo- 
lumen, ó con más brevedad, la dilatación cúbica, 

t, du , dv , dw 

6 = 1 1 ; 

dx dy dz 

y A, el operador 6 forma simbólica, 

d^ , d^ , d^ 

1 = — '^— f- 



dx^ dy^ dz^ ' 

representando X y ^ dos constantes, que algunos autores han 
procurado reducir á una sola. 

Dijimos, que en cierto modo estas ecuaciones planteaban 
la mitad del problema, si eí sistema era limitado; y que en 
este caso nos quedaba por estudiar la otra mitad del proble- 
ma: es decir, el equilibrio en la superfície límite, para lo 
cual, como veremos, es preciso hacer un estudio de los es- 



L . mk'.i . 
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fuerzos, ya de presión, ya de lensión. ya de deslízamienta, en 
el interior del cuerpo y después en la superficie del mismo. 

Pero antes de emprender la solución de este problema, 
hay varios punlos en que para evitar digresiones no nos he- 
nios detenido lo suficiente, lo cual podria ser orígen de du- 
das, y á los ciiales. p;)r lo tanto, hemos de consagrar esta 
conferencia, 6 una parte de ella, al menns. 

No se olvide, que, se^ún indicamos al príncipiu del pre- 
sente curso, nuestras conferencias tienen un doble carácter, 
sin contar con su carácter general de propaganda científica, 
Y este doble caráctjr, se marca de este modo: 

1." Una exposición elemental de la Fisica matemática 
clásica, que hemos empezado por la Teoría de la elastici- 
dad; y 

2° Un estudio criticn de estas diferentes teodas, ya en sí 
mismas, ya en relación con otras. 

Así. empezamos diciendo: la teoria de Cauchy se funda 
en la teoda de las fuerzas centrales, y, por de contado, en 
la acción á distancia. Y ambas hipótesfs, en la Fisica moder- 
na, se ponen en duda, ó, por lo menos, lian liegado á ser 
sospechosas para muchos matemáticos. Estn es una observa- 
ción critica, y las razones en que se funda, ya las hemos ex- 
puesto varias veces y sobre ellas volveremos más adelante, 

La teoría de Cauchy, por lo tanto, parte de la hipótesis 
mecánica en toda su pureza, y más aún, parte de la Mecáni- 
ca clásica, que hoy es riidamente combalida por algunos au- 
tores, los cuales pretendeTi substituirla con otra Mecánica, que 
arranque del principio de la energia. en vez de arrancar del 
príncipio de la fuerza. en su sentido clásico, ó acaso con otra 
Mecánica puramente cinemálica. 

Esta observación es también del orden crilico; no afecta 
bI método de Cauchy en si mismo, ni al problema particular 
de la Elasticidad, sino á toita la Fisica matemática, y. por de 
contado, á la Mecánica racional, en que la Fisica matemática 
del siglo XIX se fundaba. 
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También sobre este aspecto critico de la cuestión tiemos 
discutido ampüamente y aun nos queda materia para otras 
conferencias. 

El método de Cauchy admite la discontinuidad, porque 
supone masas distjntas á distancias muy grandes con rela- 
ción á su volumen, lo cual permitiñ al iiustre autor, reducir 
el problema de ia Eiasticidad al probiema más senciiio de 
Dinámica, 6 reiativamente seucillo, á saber: ei movimiento 
de un sistema de puntos iibres, prescindiendo de los enla- 
ces. Porque creian los físicos del siglo anterior, que en esto 
de los enlaces liabía siempre grandes obscuridades, y yo, 
por mi parte. creo qiie estaban en lo cierlo. Admitir estos en- 
laces ocultos, es como eciiar un manto sobr'e la dificuitad. 
para no verla, y contentarse con estudiar lo que se vea por 
los bordes del manto; con la realidad que asome, si se nos 
permife esla manera de expresarnos, renunciandoáconocer, 
ó á suponer, io que esté oculto: imposiciones crueles dei 
método positivista. 

Y todo esto que acabamos de decir encierra su parte criti- 
ca; pero no una critica fundamentai, sino más bien de pro- 
cedimiento. Pero es que impunemente no se imponen dos 
procedimientos distintos á un mismo probiema: uno de co- 
modidad a1 plantearlo, otro de comodidad para el cálcuio: 
me expíicaré. 

Admitir puntos aisiados como masas independientes es, 
en efecto, de una gran comodidad al escribir las ecuaciones 
de equilibrio de estos diferentes puntos. porque son puntos 
libres y no iiay mas que iguaiar los tres componentes de ias 
fuerzas á cero. si se trata del equiiibrio, 6 á las fuerzas de 
inercia con signo contrario, si se trata del movimiento. 

Mas para el cálcuio, para las simplificaciones, para redu- 
cir ias sumas á integraies, la hiipótesis de ia continuídad es 
muclio más expedita. 

Ahora bien , al pasar de una hipótesis á otra tiay que pro- 
ceder con cautela, porque pueden crearse dificultades y lias- 
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la imposibilidades, como hemos tenido ocasión de ver, al 

estudiar los coeficientes A,B, C, de las ecuaciones funda- 

, menlales de la Elasticidad, y 

^j i, como vamos á ver en segui- 

da, aunque sea rcpitiendo 
algo de to dicho. 

Pongamos un ejemplo; 
Supongamos, que de un 
lado del plano B B' (fig. 28) 
8 existe un sistema de puntos 

m', m" y en un punto -4 

del plano, una masa m. 
Y formulemos esle proble- 
ma: determinar la fuerza resultante de todas las acciones 
de los puntos del sistema en cuestión sobre dicha masa m. 
Para simplificar, admitiremos que el sistema sea isótropo y 
que la normal Ac al plano BB' sea un eje de dicho sistema. 
La solución es verdaderamente elemental, dada la ley de 
las atracciones, que supondremos, que es la ley newloniana. 
Tendremos, evidentemente: 
Acción de m' sobre m, que representaremos por 



Flgura 2h, 



siendo 4 m' = r y ^ una constante. 

Por lotanto: componente Ac = i cos &, siendo 

aAc^H. 

La resultante será : 

So cos'» = nm)! 

extendiéndose la suma á todos los puntos del 



J 



Esta operación será larga, será interminable, si el número 
de punlos es enorme; pero diñcultad teórica no presenta nin- 
guna: todos los lérminos de E serán grandes ó pequeños; 
pero ninguno serd inftnito, ni los más próximos á A como 
el correspondiente á m'". 

Ahora bien, estas sumas pueden convertirse con gran 
aproximación en integrales, substituyendo á la hip6tesis de 
la disconfinuidad , la hipótesis de la continuidad. 

Precisemos para ello los términos del problema. 





Supongamos (fig. 29) que los puntos cuya acción sobre A 
queremos determinar están distribuidos entre dos semiesfe- 
ras de radio A By AC: dividamos este espacio en multitud 
de celdillas sumamcnte pequeñas, comprendiendo cada una 
de ellas un punto del sistema; por ejemplo, para el punto o 
la celdilla ed. 

Admitido esto, podemos por el pensamienlo dividJr la 
masa m' del punto a en una especie de flúido, que llene toda 
la celdilla ed,y haciendo lo mismo para todas las masas y 
todas las celdillas, obtendremos una especie de flúido conti- 
nuo en el espacio que coinprenden las dos semiesferas, cuya 
acción sobre la masa m del punto A, podemos hacer que 
sea la misma que la de los punlos discontinuos de la figu- 
ra28. 

En efecto; la acción de la masa comprendida en la celdi- 




Ila e d sobre el punto A, será !a suma de las acciones de to- 
dos los eletnentos de la celdiila y basta escribir. 



'^C/ 



- cosQ, , 



siendo D la densidad en cada punto de laceidiiia, rf V la di- 
ferencia! del volumen de ésta, p la distancia de A al punlo de 
la ceidilla que se considera, y '),, el ángulo de p con la nor- 
mal A c. Hemos puesto á la integral el subíndice erfpara in- 
dicar que la integral se extiende á todos los elementos de la 
celdilia en cueslión. A ia integral anterior puede satisfacerse 
evidentemente , y ninguno de sus términos es infinito, por- 
que p para ningún punio de la celdiUa es cero. 
La componente total de todas las masas será: 



mDdV 



cos'íi: 



y si la distribución de la densidad D hacemos que sea con- 
tinua, aunque satisfaciendo á lascondicionesm'=£)d V...... 

la suma í^ se convierte en una integral única, 



J" 



fíiDdV 



extendida á todo el espacio B' C'c' CBc. 

Todo esto es tan elemental y tan evidente, que no hemos 
de insistir más en ello. 

En este caso, la substitucii'in de la continuidad á la dis- 
continuidad es legiiima y evidente y no da origen á ninguna 
contradicci6n : nunca ? es cero. como acabamos de indicar. 

Pero supongamos (fig. 30) que el sistema de puntos abar- 
ca toda la semiesfera Bc B"; de modo que hay puntos m', 
muy próximos A A, 6 sea al punto m. 
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Ai substituir á ia masa m' una masa continua, que iiene 
toda ia ceidiiia de e d, el eiemento diferencial de la masa n 
infinitamente próxima al punto A dará en ia integrai un eie- 




Plgura ao. 

mento que contendrá el factor — = ^= — infínitamente 

grande y para p = el elemento diferencial parece que será 
infinito. 
No lo es en este caso, porque si se representa el volumen 




de un punto infinitamente próximo á A (fíg. 31) por abab\ 
y A a es iguai á p, prescindiendo de la densidad y dei ángu- 
lo 6, tendreraos que considerar; 

volumenflftft'fl' _ superficieflfexflfl' superficieflftxrfp 

pí pí p2 

y considerando un cono infinitamente estreclio, trazando 



una esfera coii ei ratlio I, y llamando á la superficie que 
dicha esfera intercepta en el cono, dü, fendremos; 



superficie abx c 



^dQd?, 



que aun para el punto A no e$ cantidad infinita. En este caso 
la dificultad era sólo aparentc. 

Así, pues, dado que la atracción fuese newtoniana, im- 
portaba poco extender la continuidad hasta el punto A y 
efectuar las integraciünes desde cero hasta R. 

Pero noseríalomismoenel casoenquelasatracciones va- 
riasen en razón inversa de una potencia superior á 2. 

La misma fórmula anterior, modificada de este modo, seria, 
suponiendo p^ 

tfüp'f/p ^ dQd? 
f" ~ P* ' 

y para p = el elemento diferencial seria infinito y la subs- 
titución de la continuidad habria hecho imposible ei pro- 
blema. 

Advirtiendo, que la imposibilidad no estaba en el proble- 
ma mismo, sino en haber introducido artificialmente elemen- 
tos /1 (fig. 30) á una distancia infinitamente pequeña de A. 
que habría sido introducir artificialmente elementos infinitos 
en la inlegral. 

Por lo (anto, asi en este caso, como en casos análogos, 
hay que trazar (fig. 29) alrededor del punto A una esfe- 
ra Cc' C'.quenocomprendaningíinpuntomaferial; los más 

próximos m' dehen quedar fuera de dicha esfera, y la in- 

tegración deberá efectuarse entre los radios AC, AB. 

En el curso de estas conferencias, tendremos, más de una 
vez, ocasiíin de recordar estos principios. al aplicarios á teo- 
rias generales ó á casos particulares. 




Continuando con estas ohservaciones críticas, no ya de 
los principios generales, sino dentro de cada método de los 
procedimientos é hipótesis del cálculo; queremos decir, de 
hipótesis fiechas para simplificar la aplicación de las Male- 
máticas á los problemas de Física, hemos de tratar olro pun- 
to que no deja de ofrecer algunas dudas y dificultades. Que 
no las ofrecerá ciertamente para las personas versadas en 
esfas materias; pero que la práctica de la enseñanza me de- 
muestra que lo son, para la mayor parte de los principiantes. 

Hemos llegaUo á las Ires fórmulas fundamentales de la 
Elasticidad, admitiendo, á lo largo de los cálculos, por de- 
cirio de este modo, una serie de simplificaciones, las cuales 
han consistido casi siempre en haber despreciado cantidades 
muy pequeñas en comparación de otras cantidades mucho 
mayores, 6 diferenciales de un orden superior ante diferen- 
ciales de un orden inferior. 

En IVÍatemálÍcas puras, eslo ú!tim.J es claro y preciso; 
cuando se habla de una diferencial de tercer orden,por 
ejemplo, y de diferenciales de primer orden, y se aplica el 
método de tos Ifmites, no puede haber duda de ningún gé- 
nero. 

Si tenemos, por ejemplo, siendo i y ■? dos infinitamente 
pequeños de primer orden y y un infinitamente pequeño de 
tercer orden. la relación 

4« -f- Bí) + Cy ^O, 

en que A.B.C. son cantidades finitas, conducirá dicha rela- 
ción á un resultado rigurosamente exacto, dividiendo por a 
y suprimiendo el liltimo término; porque tendremos: 



A + B^ + C- 



y pasando al limite, 




A j- B lim ' 



- Clfm. 



y siendo y de tercer orden y ^ de primero. 

lím ^ = 0. 
con lo cual queda 

A -[■ B lim — = 0, 



ecuación absolutamente exacla y en que lim — esunacan- 
tidad finita. 

Pero si 3", 3,1' no son infínitamente pequeñas. concepto 
éste de lo infinitamente pequeño, que se define con todo ri- 
gor, con el rigor. al menos, que á la ciencia humana le es 
permitido, cuando se acudc á los Umites de las reiaciones 
entre estas cantidades; si a, ,í¡, y, repetimos, no son cantida- 
des infinitamente pequeñas, sino muy pequeñas las tres, y la 
última mucho mús pequeña que las primeras, todos estoa 
conceptos de lo pequeño, de io más pequeño, y de lo muy 
pequeño, son conceptos vagos, por lo tanto, muy inciertos, 
que se refieren á la práctica y á los métodos más ó menos 
precisos de observación. 

Una cantidad muy pequcña, no es una cantidad infinita- 
mente pequeña, que supone variabilidad: es algo fijo y pu- 
ramente relativo. 

Cuando se miden distancias, por ejemplo, de 100.000 ki- 
lómetros, un centimetro es una cantidad sumamente peque- 
ña, porque los procec'imientos geodésicos más perfectos, no 
permiten, para tales distancias, apreciar errores de un cen- 
timetro. 

Y, sin embargo, un centimetro, lejos de ser una cantidad 
muy pequeña, es una cantidad enorme al medir las longitu- 
des de las ondas luminosas de los diferentes colores. 
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Y una milésJnia de milimetro será todavia una longittid 
colosal, comparada cun las dímensiones intermoleculares, y 
más aún, con las dimensiones de los átomus y de las mo- 
léculas, que hoy, con atrevimiento admirable, pero semifan- 
tástico, se pretenden medir. 

Pero precisamente, en estas teorias de la Elasticidad, y. 
sobre todo. en el niétodo de Cauchy, en que se parte de lo 
discontinuo, cantidades pequeñas, y muy pequeñas, pem 
fijas, son las que entran en juego, y no las inftnitamente 
pequeñas de las Matemálicas puras, que son cantidades va- 
riables cuyo Ifmite es cero. 

En efecto, al establecer las fórmulas fundamentales de la 
Elasticídad, hemos tenido que manejar y poner en cálculo 
la siguiente serie de cantidades. 

Atendiendo á la estructura del sislema elástico, las distan- 
ciasentre sus punlos materiales y las componentes de estas 
distancias, á saber: 

Teniendn en cuenta los desplazamientos, las Ires compo- 
nentes de cada uno, 



Y, por úllimo, las diferencias de estas componentes al pa- 
sar de un punto del sistema á otro muy próximo, ó sean; 



Pues bien, tudas estas cantidailes 

r, ^x, 6y, Sz; u, v, w; 6u, ív, Siv, 



y además la que llamamos e, no son cantidades infinitamen- 
te pequeñas, sino muy pequenas. Por ejemplo, las cuatro 
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primeras del orden dc las distancias moleculares. Respecto 
á las últimas, debenios tiacer muclias observaciones. 

En orden de pequeñez. el de r, 3x. oy, £z, acabamos de 
decirlo, es el de las distancias moleculares; de modo, que 
son cantidades muy pequeñas con relación á las dimensio- 
nes de los cuerpos sometidos á las experiencias, es declr, á 
las dimensiones de los cuerpos finitos. 

Pero, ¿cuál será el orden de pequenez de las demás can- 
tidades, es decir. de los desplazamientos y de sus diferen- 
cias? 

El ordcn de peqtieñez de todas estas cantidades es arbi- 
írario; pero esta liltima palabra tiene, en el caso presente, 
su slgnificación. 

Es arbitrarío a! plantear el problema, pero una vez admi- 
tido, las simplificaciones dependerán de la hipótesis estable- 




cida, y las ecuaciones finales sólo se aplicarán á todos aque- 
Ijos casos á que dichas hipótesis sean aceptables, pero no 
á los demás. 

Serán. por decirlo asf, problemas de una clase especial y 
de soluciones también especiales. 

Aclaremos estas ideas con un ejemplo: 

Supongamos (fig. 32) una serie de puntos distribuidos de 
cierta manera, y sean a y b dos de estos puntos contiguos. 

Podrá suponerse, que los desplazaniientos. por ejemplo 
el desplazamiento a c del punto a sea muy pequeflo con re- 
lación á la distancia a b. 
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Esta hipótesís deterniina ya la naturaleza del problema y 
determlna reglas para las simplificaciones y cuáles son los 
términos que puedan despreciarse en comparación con otros 
de menor orden de pequeñez; y el punto de partida es éste, 
como acabamos de decir: el desplazamiento es muy pe- 
queflo en comparación con las distancias moleculares. 

Pero pueden hacerse otras muchas hipótesis. Presente- 
i otra más. 

Supongamas que A, B, C sean puntos diversos del 

■sistema (fig 32). 

Qiie el desplazamiento de A, sea AA'; el de B, BB": el 
de C, CC' y admitamos la hipófesis, que es distinta de 

Ianterior, que AA' es del mismo orden que AB; los 
B', CC, despiazamientos de fí y C, del mismo orden 
le A B, BC... Pero si son del mismo orden, pueden ser ma- 
ires en magnitud, por ejemplo: AA' puede ser diez, cien- 
, mil veces mayor que AB, si diez, ciento, mil son núme- 
ros prácticos y aceptables en el problema de qiie se trate. 

Pero admitamos que, á pesar de ser los desplazamientos 
del mismo orden que las distancias inoleculares, las diferen- 
cias relativas de estos desplazamientos sean de un orden de 
pequeñez superior Á AB. 

Así, trazando por B, fí/1", igual y paralela á AA', se 
fijará la condición de que A" B' ha de ser muy pequefla 
comparada con AB. 

En lérminos concretos: los desplazamientos de los dife- 
rentes puntos son comparables á las distancias molecula- 
res AB; pero las diferencias consecutivas de estos desplaza- 
mientos, son muy pequeñas comparadas con aquella dis- 
tancia. 

En la lcoría que venimos desarrollando, esto querrá de- 

cir, que u. v, w son comparables á Sx, '^y, 'jz; pero que hu, iv, 

^^^Sw, son muy pequeñas comparadas á 5x, 'ny, 5z, u,v,w. 

^^L Estamos hablando en la hipótesis general de una distribu- 

^^Bñdn discontinua de los puntos del sistema; esto mismo pue- 



de repetirse. admitiendo sistemas conitnuos, y entonces ya 
podremos decir en términos más exactos, que ac es infinila- 
mente pequeña en comparaciijn de ab. Yque>l^'y AB son 
infinitamente pequeños del mismo orden; pero que A" B' es 
infinitamente pequeña de orden superior á A B. 

En las lecciones sobre la Teoria de la elasticidad del emi- 
nente matemático Mr. Poincaré y en el estudio cinemático 
de las deformaciones, se expresa esla misma idea. 

Dice Mr. Poincaré {pág. 3) y en lo que sigue substítuimos 
á sus nolaciones, las nuestras: que cv y íu'.son de segundo 
orden» y explíca esta idea en una nota del siguiente modo: 

-Digo de segundo orden, porque considero á 5x como un 
infinitamente pequeñu de primer orden, asi como á a; pero 
observaré que, como estas dos cantidades son independien- 
tes una de otra, no liay ninguna razón para que considere 
á 5x y á u como siendo del mismo orden, y que si lo hago 
asi, es en virtud de una convención arbitraria^. Precisamente 
la segunda que hicimos antes. 



Todo eslo tiene su importancia, para no hacer en la serie 
de los cálculos simplificaciones, que no estén en armonía 
con las hipótesis fundamentales, en cuyo caso se llegaria á 
ecuaciones, que no serían exactas para el caso de que se 
tralase. 

Además tiene su importancia para las aplicaciones. 

Para las aplicaciones práctícas. 

Fijemos las ideas por un ejemplo. 

Supongamos un cuerpo rectilíneo, y en él una fila de 
puntos materiales ó moléculas: sea una barra ideal AB 

(figura 33), y sean A, a, b, B las masas materiales de 

que está formada. 

Supongamos además, que el punto A sea un punto fijo. 
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En la primera hipútesis de la figura 32, aplicada á la figu- 

ra 33, si AA'. aa'. bb', cc', BB son los desplazamientos, 

todos estos desplazamientos serán muy pequeños en com- 
paración á las distancias moleculares 



Aa = ab ^ bc . 



= dB. 



Y también BB' será sumamente pequefia comparada 
con dB. 

Luego tendríamos aquí un caso que no se acomodaría á 



los cuerpos elásiicos de la Naturaleza, porque en éstos, los 
desplazamientos, son muy pequeños aisladamente; pero, las 
defomiaclones totales, aunque son muy pequeñas, pueden 
medirse prácticamente. Se mide, por cjemplo, el aiargamien- 
to ó el acortamiento de una barra, la dilataciún de una cani- 
pana, la fleclia de un puente. 

Parece, pues, que este caso, quizá no estarfa en contra- 
dicción con la experiencia si se aplicase al éter lumínico de 
la teoría clásica; pero no podría aplicarse á otros muchos 
casos. 

Así, en la figura 33, BB', que es el verdadero alargamien- 
to de la barra, no podria medirse por la aplicación de los 
instrumentos ordinarios, porque BB', es menor que dB, 
distancia intermolecular, que las teorías modernas, con gran 
atrevimiento, pretenden calcular, pero que no puede medir- 
se directamente con los instrumentos ordinaríos. 

No sucede esto en la segunda hipólesis de la figura 32, 
que es la hipótesis de Mr. Poincaré en la Teoría de la conti- 
nuidad, como vamos á mostrar inmediatamente. 

Vemos en la figura 33, que BB es el aumento de dimen- 




- 226 - 

sión de la Unea A B; luego si los desplazamientos AA',aa , 

bb' y BB' fuesen del mismo orden de las distancias 

Aa, ab, pero mayores, de tal suerte. que estos desplaza- 

mientos, ó al menos el último BB' contuviera muchas veces 
á la distancia molecular media, suponiendo que todas no 
son Íguales, tantas veces repetimos, como sea necesario 
para que resulte una distancia prácticamente apreciable, en 
esta hipótesis vendriamos á parar á las deformaciones que 
nospresenta la experíertcía en los cuerpos elásticos. 

Y veamos atiora, qué serie de simplificaciones hemos ve- 
nido haciendo hasta obtener las Ires ecuaciones fundamen- 
tales; claro es que nos referimos á las simpiificaciones fun- 
dadas en la supresión de eiertos términos de un grado ele- 
vado de pequeíiez. 



La primera simpiificación fué al calcular el valor de [> 
(conferencia cuarta). 

Este valor de o era el siguiente: 



En esta fórmula despreciamos o«', ^v^. Iw^ considerándo- 
los de orden superior respecto al término que les precede, lo 
cual supone que Sü, Sv, oh» son muy pequeños, y, aunque 
impropiamente, diremos infinitamente pequenos respecto á 
Sx, Sjí, Iz. 

Dicha hipótesis corresponde al segundo caso de la figu- 
ra 32; es decir, que las variaciones de los desplazamientos 
son muy pequeñas en comparación con las distancias mo- 
leculares, y aqui dejamos arbitrarias las dimensiones de los 
desplazamientos mismos. 



La segunda simplificación la liicimos al desarrollar por 
la serie de Taylor la función/ ( r -f f), que nos daba 

/(r + .0=/('')+/'(r)p. 

Y despreciábamos el término siguiente en que entraba el 
cuadrado de p. 

Es una simplificación del mismo orden que la anterior. 

La tercera simpíificación se referfa á la fórmula A (de la 
mísma conferencia) al despreciar eslos términos 



m, 



Sw-f lylv + lz^w)lu 



r(r) 



(SxSu -f- ^y^v + Izlw) 5v 



/■« 



(SxSií + cySv 4* BzBu') Eu', 



por considerar que son despreciables 3u*, ^u . Sv, tu . ^w, 
Zv', Si». dw, Iw'^ en comparación con las primeras potencias 
de estas variaciones. 

Estamos todavla en el mismo grado de aproximación, que 
el de las simplificaciones anteriores. 

Recordarán mis oyentes, que lo que hicimos después, fué 
desarrollar por la serie de Taylor las variaciones de los des- 
plazamientos estableciendo estas tres fórmulas: 

dx dy dz 2\ dx" ) I 

- dv . , dv , , dv , 1 1 / íí'i' í , , \f,^ 

lv = — 3X + -— o>' + — 0Z + - — -Sx»+ (O- 

dx dy dz 2\ dx^ ) [ 

Iw^ Sx-I Qy-\ 02 H ( tx'+ . 

dx dy dz 2\dx^ 



En ellas despreciamos los términos de tercer orden res- 
pecto á ^x, ^y, fiz, que son las componentes de las distancias 
molcculares; simplificación que todavia es legítima dentro 
de la aproximación que nos hemos fijado, porque si Ix, por 
ejemplo, es de primer orden, su cLbo será de tercero, y mul- 
tiplicado más adelante por una de ias componentes de la o 
del desplazamiento, por ejemplo íu, que es de segundo or- 
den de pequeñez, resultará que despreciamos términos de 
quinto orden. 

Si algunas de estas hipótesis faltasen, por no ser conver- 
gentes las series ó por tratarse de puntos singutares del sis- 
tema, claro es que las consecuencias no serfan iegftimas. 



Otra simplificación realizamos de gran importancia, que 
fué la de suprimir todos los tírminos que contenian las deri- 
vadas de primer orden de los despíazamientos. 

Para ello nos fundamos en que sus coeficientes, que eran 
las sumas expresadas en la conferencia quinta, podían con- 
siderarse como pn'iximamenle iguales á cero. 

Esta simplificación es absolulamente legitima. como alli 
deciamos, para los cuerpos isilropos. porque siempre había 
pares de puntos simétricos por relaciún al centro de la esfe- 
ra e ó por relaci6n á los planos coordenados, y las masas 
para estos puntos eran iguales, de suerte que las integralcs 
se compíinian (las integrales 6 lassumas), de pares de ele- 
mentos iguales y de signos contrarios. que daban un resulta- 
do nulo. 

Pero dicha simplificaci6n no es tan evidente, cuando los 
cuerpos son helerogéneos, porque aun admitiendo la sime- 
tria para cada dos puntos. las masas no son iguales. 

De todas maneras, la diferencia será infinitamente peque- 
ña, y esto parece indicar que el error cometido por esta sim- 
plificación será de orden superior. 



Sobre el punto en cuestión, ya hicimos algiinas observa- 
t ciones en las conferencias precedentes. 



Algo tenemos que decir todavía, antes de terminar estas 
consideraciones generales, sobre las fuerzas que actilan en 
cada sístema elástico. 

Estas, explicamos que eran de dos clas;s: fuerzas exter- 
nas que actúan sobre cada elemento del sislema, es decir, 
sobre cada masa materia!, m: y si el cuerpo es limitado, fuer- 
zas externas que actúan sobre la superficie que lo iimita, 

Tal distinción entre unas y otras fuerzas, introduce cicrtas 
dificultades en la solución de! problema, porque en rigor 
viene á establecer una díscontinuidad, y la discontinuidad 
compiica los problemas, como veremos más adelante. 

Pero aun prescindiendo de esto, si todas las fuerzas ex- 
ternas F..... cuyas componentes son X, Y, Z..... y todas las 
fuerzas P que actúan sobre la superfície tienen una resultan- 
tc, es claro que el sistema tendrá un movimiento en el es- 
pacio, que vendrá á complicar, ya el caso del equilibrio, ya 
el caso del movimiento. 

De suerte, que para que no exista un movimiento gene- 
"* ral del sistema, sen'a preciso que se verificasen estas ecua- 

Ít:iones de condición, 
í; X -I- E P;. - 0, 
Y además ofras f res respecto á Io& pares de fuerzas. 
Extendiéndose desde lucgj las sunias á todas las fuerzas 
externas, tanto á las qus actúan sobre los diferentes puntos 
del sistema, como á las que actúan sobre la superficie dcl 
mismo, suponiendo que el sistema sea limitado. 



rtbAirfbiBM 
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Sobre esta observacióji. insistiremos más adelante. 

Claro es, que sólo hablamos de las fuerzas externas, por- 
que las intemas, siendo iguales dos á dos y opuestas, es 
evidente, que sus componentes se anularán. 

Pero la observación que acabamos de hacer, tiene impor- 
tancia en los problemas de Elaslicidad, que estamos estu- 
diando. 

Procuraremos ponerla de relieve por medio de un ejemplo 
muy elemental, que ya tratamos en el curso precedente con 
motivo de la Teoria del calor. 




Supongamos (fig. 34) dos puntos materíales a, b, paralos 
cuales la curva de Saint Venant está representado por BC. 

Supongamos, además, que sobre el punto a actúa lafuer- 
za P: y sobre el punto b, otra fuerza P, igual y contraria á la 
anterior. El conjunto de ambas fuerzas tiende en el caso que 
representa la figura á aumentar la distancia a b. 

Si suponemos que se trata puramente de un problema de 
equilibrio, éste quedará reducido á determinar la longituda^ 
que corresponda á un desarrollo de fuerzas interiores igua- 
les á P. 

Fijemos las ideas. 

Si trazada la curva de Sainf-Venant, que suponemos que 
esBC, tomamos sobre el eje de las y una longilud AG, 
igual numéricamente á la fuerza P y trazamos la paralela G C 
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al eje de las x hasta que corte la curva en C, tirando CD 
perpendicular á dícho eje de las x, es claro, que la distan- 
cia A D representará la distancia <}& de los dos puntos, como 
solución de equilibrío. 

Porque en efecto, habiéndose separado los puntos hasta 
esta distancia, la curva de Saint-Venant demuestra que se 
desarrollan las fuerzas internas iguales y cuntrarias 

P, = CD = AG =P. 

Luego cada uno de los punfos dados, a por ejemplo, está 
sometido á dos fuerzas iguales y contrarias P, P^, luego está 
en equilibrio. 

Y otro tanto podremos repetir para b. 
* Pero obsérvese que en este caso, entre los datos no habla 
contradicción para el equilibrio, porque la suma de las dos 
fuerzas P iguales y contrarias era igua! á cero. 

Pero supongamos que el problema hubiera sido este otro 

Determinar el equiiibrio de dos puntos a, b, bajo la ac- 
ción de la fuersa P actuando en 6, y de la fuerza P + Q ac- 
tuando en a. 

Si repitiéramos en este caso la construcción anterior, para 
el punto b habría equilibrío; pero no lo habría en el 
punto a. 

En este punto, P y P¡sí equilibran; pero queda lafuerza 
Q que separará á ü de &, que modificará el valor de las 
fuerzas internas y que producirá un movimiento de los pun- 
tos a y b, según estudiábamos en el curso anteríor. 

Luego, aquí el equilibrio era imposibJe, y el problema de 
equilibriu se convierte en un problema de movimiento. El 
centro de gravedad de o y & se moverá constantemente so- 
bre la Ifnea ab obedeciendo á la fuerza Q, y al mismo tiem- 
po, dentro de este movimiento general, vibrarán ios pun- 
tos a, b, sin que el equilibrio sea nunca posible, á menos 
que no se establezcan otras hipótesis. 
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Pues esto que hemos expticado en el anterior ejemplo, es 
aplicable á un sistema cualquiera elástico. 

Si las fuerzas F..... aplicadas á los diferentes puntos del 
sistema y las fuerías Paplicadasá la superficie.suponiendo 
que el cuerpo está limitado, no satisfacen á las ecuaciones 
generales del equilibrio de un sistema sóiido, el equilibrio 
será imposible y se convertirá en un problema de movi- 
miento elástico. 

Es decir, que el sistema se moverá en el espacio, y den- 
tro de este movimiento general habrá un movimiento vibra- 
torío de los puntos del sistema. 

Decimos vibratorio, para simplificar, que la complicación 
puede ser mayor. 

Y también para simplificar, hemos supuesto hasta aquí 
que sólo se trataba de movimientos de traslación, pero real- 

mente, las fuerzas F..... y P no sólo deben satisfacer á las 

tres ecuaciones ya escritas, sino á éstas y á otras tres rela- 
tivas á ias componentes del eje del par resultante; de suerte. 
que son seis ecuaciones de condición, que abreviadamente 
podremos escríbir de este modo: 

comp.3t(f, P) = 0, 

comp.y (f, P) = 0, 

comp.; (F, P)=-Q, 
comp. par, (F. P) = 0. 
comp. pary {F, P) — 0, 
comp. pari (F, P) ~ 0. 



De manera, que si lo que se nos pide es el equilibrto de 
un sistema elástico y las deformaciones que de él resultan, 
los datos no pueden ser arbitrarios: es preciso que entre 

las F..... y las P existan las seis ecuaciones de condición 

que acabamos de escribir. 

No teniendo en cuenta estas círcunstancias, nos sería fá- 



cil señalar algunas aparentes contradicciones entre las tres 
ecuaciones fundamentales de la Elasticidad, que hetnos deter- 
minado hasta ahora. 



Con esto damos por terminada la primera parte de este 
Tratado elemental ó de estas Nociones generales de la Elas- 
ticidad. 

Decimos que es la primera parte, porque es claro que e! 
problema no está estudiado por completo, ni aun en esta 
forma elemental que decimos. si se trata de sistemas elásti- 
cos limitados. 

Hemos establecido el equilibrio, es decir, las condiciones 
de equilibrío, traducidas en tres ecuaciones; 



dy 



Hemos establecido, asimismo, las tres ecuaciones del mo- 
vimiento elástico, que serán las anteriores, agregando las 
componentes de las fuerza de inercia; pero estas ecuaciones 
sólo son valederas y sólo se aplican para todos los puntos 
del interior del cuerpo, pcro no para los puntos de la super- 
ficie, ni siquiera para una zona paralela á ésta y de espe- 

Para la superhcie ó para esta zona, las condiciones han de 
ser distintas, por las razones que ampliamente explicamos 
en las conferencias precedentes. 

Y por eso decimos ahora que el problema está resuelto á 
medias. 
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Hablemos sólo del problema de equilibrio para evitar re- 
peticiones. 

Pues bien, al Uegará este punto, el problema de Mecáni- 
ca se convierte en un pmblema de cálculo: dadas estas tres 
ecuaciones en diferenciales parciales de segundo orden, de 
u, V, w, como funciones y de x, y, z, como variables inde- 
pendientes. que así resultan cuando se substituyen por los 
sínit>olos 'i y A susexpresiones, será preciso obtener las in- 
tegrales generales de dichas tres ecuaciones. Y supongamos 
que se encuentran y que son 

" = «(JC,y. 2). 
u» = V (jc, y, z); 



pues el problema no queda por esto resylto, en el caso, no 
lo olvtdemos, de un sistema llmitado. 

Las expresiones anteriores representarán los desplaza- 
mientos en todo el interíor del cuerpo; pero no serán apHca- 
bles, desde luego, á la superficie, ú á priori no hay motivo 
para creer que lo sean, ni tampoco satisfarán al equilibrio 
de los punlos de dicha superficie en que actúan las fuer- 
zasP, 

Tanto es así , y tan evidente es nuestra afirmación , que en 
las ecuaciones que hemos integrado, no entran para nada di- 
chas fuerzas P ; no entran más que las fuerzas exlernas que 
actúan sobre el interior del cuerpo, es decir, las fuerzas cu- 
yas componentes son X, Y, Z..... 

Si las fuerzas P hubieran sido distintas, hubiéramos obte- 
nido las mismas integrales a, ?, f, luego nos falta completar 
la solución del problema. 

Es preciso, por lo tanto, que las tres funciones de x, y, z, 
que representan los despiazamientos, no sean funciones per- 
fectamente determinadas; porque entonces el problema en 



general sería imposible, y sólo seri'an posibles ciertos ¿asos 
particulares. 

Es preciso, repetimos, que las tres funciones a, f¡, y, ten- 
gan cierta amplitud, 6 si se quiere cieria indeíerminación, de 
la cual podamos servirnos para satisfacer las condicjones re- 
latlvas á los limítes, 6 mejor diclio, á la superficie limite. 

Afortunadamenfe las integrales de las ecuaciones diferen- 
ciales, si sólo se trata de que satisfagan á las ecuaciones di- 
ferenciales dadas, no son únicas, sino que comprenden mu- 
chas soluciones; y de esta indeterminación hemos de servir- 
nos para resolver el problema en su segunda parte. 

Por ejemplo; convendría obteacr integrales parau. v y w, 
de esta forma ó bien de otra más general, aunque este es 
punto delicado: 

ü = a (x, y, z, ^ (X, y)...). 
V =^{x,y,x,^i(x,y)...). 

en que .:, s,, ;.... fuesen funciones arbitrarias, y así podria- 
mos aprovecharnos de la indetermlnación de estas funciones 
en el resto del problema. 

Vemos, pues, que esle problema de la Elasticidad se enla- 
za intimamente, como todos los de la Fisica matemática con 
la t^oria de las ecuaciones diferenciales parciales; que sin co- 
nocer csta teoria á fondo, se camtna casi á ciegas 6 por tan- 
teos en esta rama fundamental de la Fisica matemática y aun 
en todas. 

Vemos, en suma, que es capitalisima la solución de este 
problema: integración de ecuaciones diferenciales lineales de 
segundo orden. 

Mas para nuestro objeto y por el pronto, no necesitamos 
tanto; no necesitamos saber cómo se integran, nos bastaco- 
nocer reglas precisas para deterrainar la generalidad de la 
solución, la indeteiminación gue contiene, el campo que abar- 




can, por decirlo asi. las infinitas soluciones de estas ecuacio- 
des diferenciales. 

En suma; ¿qué recursos dejan á disposición del matemá- 
tico en su aplicación á los problemas de la Fisica, para ar- 
monizar la teoria con la práctica? 



Y todo esto que llevamos diclio para el caso del equilibrio, 
podremos repetirlo para el casu del movimiento; sólo que en 
éste las dificultades se agravan y se complican, porque no se 
trata sólo de integrar las ecuaciones diferenciales; ni tampo- 
co de satisfacer á las condiciones de los limites, sino que hay 
en cierto modo. tres problemas que se refieren á estos tres 
puntos. 

1." Integración de las ecuaciones diferenciales relativas al 
movimiento para el interior de! sistema. 

2.° Hacer de modo que estas integrales satisfagan á las 
condiciones del instante inicial. Es decir, que para / = den 
los desplazamientos iniciales y las velocidades iniciales de 
todos los puntos del sistema. 

3." Que dichas integrales satisfagan á las condiciones re- 
lativas á los límites, que pueden ser muy variadas. Por ejem- 
plo: presión constante en toda la superficie; presión variable 
en función de x,y; puntos fijos en diversas condiciones de 
empotramiento; movimientos vibratoriosdeterminados; en re- 
sumen, un número infinito de problemas infinitamente difi- 
ciles, que si con ellos se compara el estado actual de la 
Ciencia, resultará para ella una situación triste de inferiori- 
dad; á pesar de las admirables teorias creadas y de los pro- 
digiosos esfuerzos de los grandes matemáticos, que á esia 
clase de problcmas fian dedicado toda su energia y todo su 
genio. 

Respecto al problema que antes indicábamos sobre la in- 



Conforenoia novena. 



Se^ORES : 



tegraci6n de ecuadones diferenciales parciales, no pueden 
oividarse los admirables teoremas de Cauchy, que alguna 
vez en el curso de estas conferencias tendrenios que recor- 
dar, abriendo en ella uno ó varios paréntesis; pero aun así 
y todo, estos teoremas tienen sus limitaciones. 

En la confercncia pr6xima pasaremos ya, segi'in antes in- 
dicamos, á la segunda parte de la Teoria de ta elasticidad, es 
decir, a! estudio de las condiciones de los íimiies en un siste- 
ma elástico. 

^^p Hemos terminado 1a primera parte de eslos eicmentos ó 
^^ nociones generales de la Teoria de la elasticidad, al obtener 

las tres ecuaciones fundamentales, ya para los cuerpos he- 
^^ terogéneos, ya para los cuerpos homogéneos, ¿ bien para 
^L los sistemas isótropos. 

^B - Ecuacíones que se aplican al problema del equilibrio, 
^^ cuando no contienen las fuerzas de inercia, asi como se 

aplican al movimiento del sistema cuando las conlienen. 

I Estas tres ecuaciones son las únicas qiie hay que teneren 

^^L cuenta, si el sistema es indefinido y por eso sirven de base 
^^K para la teoría de la luz, es decir, para la teoría clásica de 
^^ este flúido. 

Pero son insuficientes y no resuelven sino la primera par- 

te del problema, cuando el sislema elástico está encerrado 

entre superficies límites. 

Expresan el equilibrio ó el movimiento de todos los pun- 

tos interiores; mas hay que completar la solución del pro- 

blema estableciendo las ecuaciones que se llaman de los lí- 

mites en este caso general de un sistema limitado. 




Ya dijimos en otra conferencia anterior, que quizá pu- 
diera intentarse el paso del interior del cuerpo á la super- 
ficie, estableciendo ecuaciones para el equilibrio ó para el 
movimiento en la zona de espesor e contigua á la super- 
ficie. 

Mas siempre encontraríamos una dificultad para el caso 
en que las fuerzas exteriores pasasen bruscamente de un 
valor á otro, al pasar del interior dei cuerpo á la superficie, 
es decir, desde F..... á P 

Esta es, en general, una descontinuidad, y el salvarla de 
una manera rigurosa, no es tan fácil como parece. 

Tal dificultad no exístía, cuando se consideraban todos los 
puntos como libres, y para cada uno de ellos se establecían 
las tres ecuaciones de equilibrio, porque entonces teníamos, 
aun en en ej caso más general, 3n ecuaciones en diferen- 
ciales simuUáneas, y en este sistema importa poco que los 
segundos términos de la ecuación obedezcan ó no á la ley 
de continuidad. 

La circunstancia de la continuidad podrá facilitar la inte- 
gración; pero sean distintas ó sean continuas las componen- 
tesX, y,Z...... la naturaleza del problema no cambia. 

Ahora bien; como tantas veces hemos explicado, al pasar 
de las ecuaciones en diferenciales simuJtáneas á las ecuacio- 
nes en diferenciales parciales , lo cual equivale en el fondo á 
pasar de la discontinuidad á la continuidad, el que lascom- 
ponentes de P no estén en Jey de contínuidad con las com- 
ponentes de F, es un obstáculo serio para la sotución del 
problema. 

Podrá resolverse en muchos casos, aunque son muchos 
más aquetlos en que no se sabe encontrar la solución; mas 
de todas maneras, la discontinuidad dificulta los problemas: 
esto es evidente. 

Hay métodos para salvar estos obstácutos, como veremos 
en las conferencias próximas, y, sobre lodo, en el curso in- 
mediato; pero es, por decirlo asi, saltando por encima de la 



dificulfad misma, cerrando los ojos , cotno vulgamiente se 
dice, y prescindiendo, hasla cierto punto, de la zona de es- 
pesor E. 



De todas maneras, para llegar á esta segunda parte del 
problema, necesitamos definir un nuevo concepto, una nue- 
va entidad mecánica, por decirlo así, de la cual nada hemos 
dicho hasta ahora. 

Concepto importantisimo y eminentemente práctico, del 
cual no puede prescindir la experiencia; pero que, en rigor, 
mirando las cosas desde un punto de vista abstracto, es ajeno 
á la hipótesis y al método de Cauchy, y más propio de los 
demás sistemas, como, por ejemplo, del sistema de Lamé. 

Nos referimos á las compresiones. lensiones y deslizamien- 
tos, ó, en general, á los esfuerzos elásticos del interior del 
sistema. 

En rigor, y dada la hipótesis de Cauchy, casi nos atreve- 
riamos á decir, que este concepto no tiene sentido. 

En un sistema de puntos Jibres sometidos á fuerzas que 
actúan á distancia, ¿qué quiere decir una compresíón ó una 
tensión del sistema? 

¿Qué quiere decir - repetimos — la compresión ó fensión 
de un sistema planetario, si en el espacio no existen más 
que fuerzas actuando en cada astro, y entre unos y otros 
cuerpos no hay otra cosa que el vacio? 

Ahora, s¡ en el espacio consideramos el éter, rellenando, 
en cierto modo, los huecos astronóinicos, ya las compresio- 
nes y las tensiones tendrán un sentido; pero no lo tienen en 
la Teoria de la clasticidad que por ahora vamos expHcando. 

Sobre cada átomo, sobre cada piuito material, existirán 
fuerzas internas ó externas, que tendrán una resultante para 
cada imo de estos puntos; pero esta resultante, ni puede lla- 
marse compresión ni lensión tampoco, ni faerza de desliza- 
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mienio, es ana fuerza aciuando sobre un punto y nada más. 
La accjón á distancia, que era la quc dominaba en la Fisi- 
ca matemática del pasado sigio, excluye en pura teorfa es- 
tos conceptos. 



Y sin embargo, la realidad los impone; y como hay que 
introducirlos en la teoría, es forzoso introducir ciertas con- 
venciones, y sobre todo, definirlos de un modo claro y pre- 
ciso. 

Materia es ésta, que ahora no podemos tratar por com- 
pleto; ya la trataremos en el próximo curso, porque como 
antes deciamos, más se relaciona con el método de Lamé 
que con e! méfodo de Cauchy. ' 

La prueba de que íiay en estos conceptos algo vago, aun- 
que sean emineiitemente prácticos y aunque la reatidad los 
imponga, es que no todos losautores los definen del mismo 
modo, y asi ha tenido que liacer Mr. Poincaré en su nolabi- 
Usima Teciría de ía elasticidad, un estudio de estas diferentes 
definiciünjs para demostrar, que todas ellas conducen al mis- 
mo resultado. Nosotros, pnr el pronto, daremos una defini- 
ci6n pruvisional en ia forma siguiente: 

Supongamos (fig. 36) un sistema elástico, compuesto, se- 
gún la hipótesis de Cauchy, de un número inmenso depun- 

tos materíales A, c, c', c" d' , d" , sometidos á fuerzas 

interíorcs y reciprocas, según la ley de la curva de Saint- 
Venant, y sometidos á fuerzas exteriores. 

Supongamos que el sistema ha Uegado á la posición de 
equilibrío, que es el que representa la figura. 

En el interíor de este sistema imaginemos un plano, que 
con el pensamiL'nto materializaremos, convirtiéndolo en una 
lámina ó placa rigida, ab; pero inerte, es decir, incapaz de 
producir acciún alguna, y además sin masa. 

Esta lámina ó plano, determinará dos regiones en el siste- 



ma, /? y ^; y antes de seguir adelante haremos dos hipútesis. 

I." Que dicho plano ab, aun siendo de pequeña exten- 
sión, es muy superior al radio de actividad i. 

2.' Que lodas las moléculas de la región /?' comprendi- 
das en un prisma, cuya base sea ab y cuya altura sea z, es- 
tán ligadas de una manera invariable á la lámina ab como si 
esle pequeflo sistema fuera un sólido ideal de los que consi- 
dera la Qeometría. 




Todos los puntos materiales de la región fi ejercerán atrac- 

ciones ó repulsiones sobre los puntos A, c', c" rf', d" 

del prisma abi. Pero es claro, que según las hipótesis que he- 

mos hectio en otras conferencias, no íodos los puntos c de 

la región R actuarán sobre los punos c' , if sino sobre 

los que estén dentro dei radio de actividad de cada centro c 

Por ejemplo, sobre el punto -4, de la región R', sólo ac- 
tuarán aquellos puntos c que estén á una distancia de A me- 
nor que e. 

Si desde el punto A como centro trazamos una semiesfe- 
ra í> con el radio ? = *, sólo los pimtos comprendidos en 
esta semiesfera de la región R actuarán sobre A. 
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Si para eada punto comprendido en el prisma ab^ hiciéra- 
mos este cálculo, y s¡ llamamos ^P á la resultatite y pres- 
cindimos del par resultante, que supondremos nulo ó des- 
preciable, esta resultante nos permitirá definir la tracción, 
la compresión ó fuerza de deslizamiento, que en el interior 
del ststema existiría. suponiendo que todas las hipótesis que 
llevamos hechas se realizasen. 

Y el caso es, que en la naturaleza, algo parecido á esto 
debe suceder, porque este concepto de tensión, de compre- 
síón ó de es/uerzo de deslizamiento, tiene una signifícacíón 
práctica y material, que puede medirse y que se mide en los 
experimentos dc resistencia de maleriales. 
Completemcs ahora la definición. 

Hemos dicho que la placa ideal ab se consideraba unida 
invariablemente á los pjntos materiales comprendidos en el 
cilindro abi de la región R'. 

Consideremos ahora otra placa, o'b', muy cerca de la pri- 
mera, ab, y unida á ella por resorles ideales. Ambas placas 
forman como una especie de dinamómetro ideal, que imagi- 
namos colocado en el interior del cuerpo y en el punto A, 
para el cual queremos conocer los esfuerzos interiores. Es 
evidente, que si los estuerzos de las dos regiones R y /?' 
, tienden á aproximar una placa á otra, en- 

tre ellas, mejor dicho entre sus resortes, se 
desarrollarán esfuerzos de compresi6n que, 
lii „ ; prescindiendo de los pares de fuerza que 
resulten, darán una resultante, la cual po- 
demos suponer aplicada al centro A y que 
represenlará el esfuerzo de compresión en 
Pigura a« bis. *' dinamómetro correspondiente á la super- 

ficie ab. 
Por el contrario, si la acción de las moléculas de /? y las 
de R' tienden á separar ambas placas, resultará un esfuerzo 

de tensión en los resortesy (fig. 36 bis). 

Y el esfuerzo de compresión ó de tensión, dividido por Ut 
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la superficie de ab, diremos que es la compresiíiii ó la ten- 
sión por unidad de superficie sobre el plano ab que pasa 
por el punto 4 y lo niismo para las fuerzas de deslizamiento. 

Pero fijemos bien las ideas. 

La acción de R' sobre R y át R sobre R llevan nombre 
confrario, que el que llevan sobre las placas ideales ab, a'b' 
6 sea sobre el dinamómetro (fig. 36 bis). 

Si /as placas tiendeii ú comprimir losresoftes,esque/?tira 
de R', y R', de /?. Luego R y R' están sujetas á tensión. Es 
como si el prisma R' estuviese empotrado en la superficie 
Qibi y tirasen de la base ab. 

Si, por el contrario, tas placas tienden á separarse. es 
que R comprime iR'' y R" procura comprimir á R. 

Para calcular este esfuerzo, no hay más que determinar 
la fuerza eláslica, según la curva de Saint-Venant, de cada 
punto c de la región R ó del prisma a'b' e' (fig. 36) sobre 
todos los puntos materiales del ciliudro abt. 

Claro es que no tendremos que considerar otros puntosf 
que los que disten de la placa una longitud menor que i, y 
que este punto c sólo ejercerá su acción sobre los puntos 

A c' c" d' d" que estén dentro de su radio de actividad, 

según dijimos antes. 

En suma, calcularemos la acción del punto c sobre un 
punto cualquiera i;' del prisma abt; esta fórmula la aplica- 
remos á lodos los pares de puntos de ambos cilindros abe., 
a'b' ;' y la resultante será el esfuerzo que buscábamos. 



Pero antes de fiacer esfe cálculo, prevengamos una obje- 
ción que pudiera ocurrirse á los que por primera vez estu- 
dian esta matería. 

Pudiera decirse: aparte de la acción que ejerzan entre sJ 
los puntos materiales de los dos cilindros abt,a'b'c', ¿los 




demás puntos materiales de la región R', ¿no ejercerán su 
acción sobre el primer cilindro abt, y los deraás puntos ma- 
teriales de R, no ejercerán también su acción sobre el segun- 
do, áb'-, oprimiendo uno contra otro ó procurando separar- 
los; y esta transmisión de presiones, no hará variar el es- 
fuerzo que antes habíamos calculado entre las placas a h 
y a'b'? Más claro; los esfuerzos sobre las caras t, ;', ¿no se 
transmitirán á ias caras ab, a'b'7 

Esta objeción carece de fuerza; porque las acciones de las 
masas exteriores á ambos cilindros, !o único que hacen es 
variar las posíciones de las masas contenidas en ambos de- 
terminando sus desplazamientos, y el cálculo de los esfuer- 
zos entre los cilindros expresados, se hace contando con /as 
nuevas posiciones de dichos pantos. 

Sobre esto insistiremos en olra ocasi6n. 
■ Por ahora, sigamos et método indicado: acción de ambos 
cilindros, uno sobre otro, ycálculo, de las presiones, ten- 
siones y fuerzas de deslizamiento de las placas a b, a'b'. de- 
terminando á este fin la acción entre dos masas c, c': una del 
primer cilindro y otra del segundo, que disten entre sf una 
longitud menor que £, que es cuando únicamente la acción 
entre ambas es sensible ; y, por fin , después de calcular la 
¿. acción elemental P entre dos 

puntos c. c'. haremos la suma 
de todas estas acciones. 

Por el pronto, daremos á la 
placa ab tres direcciones: una, 
según el plano de ias yz; otra, 

/P " según el plano de las xz, y, por 

últinio, según el planode \3isxy, 
„ y si'ilo consideraremos estos tres 

' Fiouraa?. casos particularcs, porque son 

los únicos que necesitamos para 
niiestro objeto. Eoel curso próximo estudiaremos el proble- 
ma^en general. \ 



I 

I 



La acción eleniental, ó sus componentes entre dos masas, 
/71 y tn', de un sistema elástico, la hemos determinado ya en 
la conferencia quinta, y estas componentes, las designare- 
mos por P, Q, R (fig. 37); de modo, que su resultante ten- 
drá, en general, una dirección oblicua respecto á los tres 
planos coordenados. 

Dichas componentes del esfuerzo interno, entre dos puntos 
cualesquiera c, c', de masas m, m', son (conferencia quinta), 

/í=:mm'|/(r)ííí + ~^(íx^íJ + íyíi' + 5zÍH')l 

Q=mm' [/(r) í v -f ^^ (Ex5u + Í^-Si- -f SzSw)! 

R=mm-[f(r)iw+ ^-^''^ (SxSi/ + SySv -f 5z5tt')T 

prescindiendo de tres términos de que luego hablaremos. 

La acción sobre c; de todos los puntos útiles del prisma 
a' b' i, serán lassumas 



'-P, í:q. 



^R. 



determinando convenientemente los Hmites de-como luego 
ha de explicarse. 

Y sumando todas estas sumas para los puntos c', c" 

de una normal á ab, y después, sumando todas las acciones 

de todas las nonnales c', c" d', d" comprendidas en el 

cilindro abt, tendremos las componentes de la tracción ó 
compresion ü fuerzas de deslizamiento del cilindro abt, y, 
por lo tanto, del esfuerzo sobre el plano ab que forma parte 
de dicho siMido abt. 

De los pares de fuerzas podemos prescindir, porque los 
esfuerzos parciales son, ó suponemos que son. próxima- 
raente paraielos é iguales; luego sus diferencias, multiplica- 
das por los brazos de palanca, que serian del orden de la 
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dtstancia ab, serán Jnfinitatnente pequeños de orden su- 
perior. 

Empecemos por calcular i^ P, 2 Q, il /? para un punto A 
de R' muy próximo á la placa ab. 

Si desde el punto A (fig. 36) trazamos en la región R una 
semiesfera de radio e y aplicamos las fórmutas elementales 
citadas á todos los puntos comprendidos en esta semiesfera, 
dtchas sumas serán las tres componentes de la acciOn sobre 
el punto A de todos los puntos útiles del cilindro a' b' %. 

Estas sumas, en forina general, ya las hemos calculado 
en la conferencia cilada y las reproduciremos aquí, con lo 
cual tendremos, en primer iugar, el valor de la componen- 
teSiP. 

Pero en la fórmula de donde vamos á tomar esta expre- 
si6n, hay que prescindir de los dos primeros términos, por- 



que éstos son la fuerza de inercia - 



dt' 



- y la fuerza ex- 



terior X. (Conferencia V, fórmulas (I)). 

Sólo la última parte es la que expresa la componente pa- 
ralela al eje de las X de todas las fuerzas iiiternas compren- 
didas en ia esfera e y que actúan sobre m. 

Y, ante todo, vamos á hacer una simplificación, y es, 
prescindir en el desarrollo de las fórmulas (1) de todas las 
derivadas segundas; porque estos términos contienen to- 
dos ellos cuatro factores de ix, iy, Iz, por ejemplo 3x', 

Bx" . Sy , al paso que los términos correspondientes á las 

derívadas de primer orden, sólo contienen tres, y los limites 
de la integración se refieren en uno y otro caso á la esfera 
de radio t b k una parte de ella. 

Nótese, dicho sea de paso, que por la naturaleza del pro- 
blema que ahora estamos resolviendo, vamos á hacerlo con- 
trarío de lo que haciamos en la conferencia á que nos hemos 
referído. 

En aqueila ocasión, despreciábamos todos tos térmínos 
relativos á las derivadas prímeras de u, v, w, y sólo conser- 
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V 



vábamos ios térmínos que compretidian las derivadas se- 
gimdas. 

Ahora hacemus lo inverso; despreciamos todos los térrai- 
nos relativos á las dcrivadas segundas, porque son de cuar- 
to orden , y los coeficientes de las derivadas de primero no 
pasan del tercer orden. 

Si alli despreciábamos estos últimos témiinos, es porque 
la integración comprendía toda !a esfera e, y en cada suma, 
por razón de simetria, liabia siempre dos términos iguales y 
de signos conlrarios; mas ahora no cunsideramos la esfera 
conipleta, sino una parte de ella. 

Tenemos, pues, según lo expuesto, que el valor deil/* 
será el siguiente: 



^P='Ümm'f{r)6x 



daí^. 



dx f dx 



, nr) , 



+ 



:mmf(r)iy + : 



„-m-. 



x".yy 



dy r ' dy 

+ --Íí-|i;mm7(r)8z + lm 
dz\ 

Á \mm J ^ ' 



+ 



(1) 



, /■('•) 



Zx'^y'hz - 



dw ^, 






dz 



Claro es que estas il (ienen una significacián distínta, 
como veremos pronto, de la que tenian en las fórmulas fun- 
damentales. 

Debe notarse que la fórmula anterior contiene el término 
^mm f{i)(>x, que no contenía la fórmula de la conferencia 
quinta, de donde está copiada la (1) de esta conferencia. Pero 
entraba en la fórmula fundamental de la conferencia cuarta. 
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Después suprimimos dicho término ^mm'f{r)^x al supri- 
mir el grupo JC; + -mm'f{r)'¡x que expresaba el equilibrío 
en el estado inicial. 

Mas ahora queremos calcular los esfuerzos elásticos tota- 
les, partiendo del estodo naiural en que son cero, y por eso 
los tenemos en cuenta. 

Sobre esto insistiremos después. 

Para obtensr il Q no tenemos más que aplicar á la última 
fórmula las substituciones circulares (u, i', U'), {x. v. z), según 
hemos expllcado ampliamente en otra ocasiún, y tendremos 
de este modo: 



VQ. 



nm/(,)iy 



dy I 



■n-f(ry.y + ^-mm í-f- íj.') 

) , - 
- 'iy-'.x 

+ —{■!.mm't(r)l,z + ^lmm'!^iyiz\ 

<tw .. .f(r) , , . . du .. ./■(/•), . . „, 

— ^mm ^^ ' iySz' -i ^mm^-^^yozix (2) 

dz r dz r 

+ — (■lmmy(r)ix-^):mm' ¿^ty",x\ 
<lx\ r ¡ 

, dw .. , s , d u .. .f(r) . , , 

H 1 mm •ix'.y'jz -\ -mm - lysx*. 

dx dx r 



Del mismo modo. aplicando á esta última ecuación, las ex- 
presadas substituciones circulares (u, v, w) (x, y, z), oliten- 
dremos el valor de ta tercera componente de la acción so- 
bre la masa m. situada en >1, de todo el cílindro a' b' s; asi. 



í:mm'/(r)iz+ ^ 
''tv™»'/*':),- 



I ;^mm'/(r)iz-\-^mm' 



m.z^ 



z-'-x + — 1 mm 



fjr) 



lZ»3y 



- ('í: mm-f{r)lx + I mm'^^p- lz^lx\ (3) 



- íyozSx 



^^Umm' f{r)^y ^-¿imm- ^ hzHy\ 

, du „ .. V , , dv „ . f'ir) , . , 

-j Zmm ax^yiz -{ Smm — — ízí^-'. 

dy dy '' 

' Teniendo las tres expresiones áe'Z P,^Q,- R podemos 
calcular fácilmente las íres componentes de la presión 6 de 
la tensión sobre el plano ó plaea ideal de que antes hablába- 
mos en los tres casos indicados: cuando coincide con el pla- 
no de las yz, cuando coincide asimísmo con el plano de 
las xz, y, por último, cuando coincide con el plano de 
las X y. 

En todos eslos casos, y en general, existirán las tres com- 
ponentes para cada plano 6 placa, y, por lo lanto, la acción 
y la reacción serán oblicuas á diclio plano. 

Para determinarlas, no habrá más que acomodar á cada 
uno de estos tres casos los limites de la li: correspondiente, 
aplicando las sÍmpHficaciones, que vayan presentándose. 

Precisemos estas ideas. 

Pero antes fijemos bien ias notaciones, para dar más cla- 
ridad á la explicación. 

Llamemos en general N á\a tensión, compresión ó fuerza 
de deslizamiento correspondiente á un plano cualquiera muy 
pequeño trazado en el interior del cuerpo ó del sistema. 

Por el pronto, s6lo vamos á calcular la acción de la re- 
g¡6n R (fig. 36) sobre un punto A, por ejemplo, de dicho 
plano, 6 infinitamente próximoá él, en la región R'. 

Esta acción ó esfuerzo, en general, será oblicua al plano 
y tendrá tres componentes que vamos á calcular para los 
Ires casos: primero, plano 6 placa ideal, paralela k y z; se- 
gundo, paralela á xz; tercero, paralela á xy. 
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A Nlt pondremos un prímer subíndíce, que indique á qué 
eje es perpendicular la placa ideal: así. 




Ptgura 38. 



Nx es la acción resultante correspondiente á un punto A, 
cuando el plano ó placa es perpendicular al eje x (fig. 38). 




— >> 



Flgura 39. 



El contomo del plano ó de una parte está marcado con lí- 
neas gruesas. 

Ny es la acción expresada cuando el plano es perpendicu- 
lar al eje de la y (fig. 39). 
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Ni es la acción ó esfuerzo cuando la placa es perpen- 
dicular á z (empleamos indiferentemente ambas palabraSi 
aunque la primera no sea muy propia; en este caso, para 
nosotros, acción es esfuerzo) (fig. 40). 




Flguri 40. 



Cada uno de estos tres esfuerzos ó acciones Nx,Ny, Nz, 
tendrá sus tres componentes, que designaremos por otro 
subindice colocado á la derecha del primero. 

Asf, los tres componentes de Nx (fig. 38), serán, 

paralelamente al eje x ..... . Nxx, 

paralelamente al eje y Nxy, 

paralelamente al eje z Nxz- 

Del mismo modo, las tres componentes de Ny (fig. 39), 
serán, 

para el eje x Nyx, 

para el ejey Nyy, 

para el eje z Nyz. 



Por último, las tres componentes de Ni (fig. 40). se 
presentarán del mismo raodo. 



ie re- I 



eje X.. 
ejey.. 
qez.. 



b. 



Las tres fórmulas (1 ), (2), (3). nos permiten calcular !as 
/Vcon sólo deferminar para cada caso la significación y ex- 
tensión de 11, según hemos dicho antes. 

Empecemos calculando las tres componentes de Nx, que 

SOn Nxx. ^xy> ^xi- 

Us fórmulas son las ( 1 ). (2), (3), que dan ^P,^Q. ^R. 
^ Tracemos (fig. 38 bis) desde 

A , con un radio e, la semiesfe- 
ra bbB cuya base 6 círculo má- 
ximo bb se apoya sobre el pla- 
no de \as, y z y cuyo eje A B 
perpendicular á dicha base coin- 
cide con el eje de las x. 

Recordemos que P, Q, /?son 
las componentes del esfuerzo 
entre el punto ^ y un punto 
cualquiera a del interíor de )a 
semiesfera. Y ÍIP, IQ, 1/? son 
las componentes de la resultan- 
te de todos los puntos materiales comprendidos en la semi- 
esfera bbB. 

Asf es que aplicando á las fórmulas (1), (2), (3), que 
dan los valores á^^P,llQ,Z R, como límite de las 51, )a 
semiesfera bbB, las iiP.iIQ,^/?. se convertirán eii 
N:,^,N,y,N^,. 

Pero la aplicación de este limite semiesférico permite sim- 
plificaciones imporfantes á causa de los dos planos de sime- 
tría, el de las jc ¿, y el de las xy de la semiesfera. 
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Por ejemplo, en la fórmula (1) el término 

dx . r 

desaparece; porque tomando dos puntos simétricos respecto 
al plano de la x z, la I contendrá estos dos términos, 

AL s mrrí ^^^ íx'^Sy, — i: mm' ^-^ ix\—ly). 
dx r dx f 

que se destruyen. 

Y, por otra parte, todos los puníos se pueden asociar dos 
á dos de esta manera. 

Así el término que consideramos desaparece. 

Lo mismo puede decirse del término 

É±\:mm'^^-^^xnz, 
dx r 

asociando los puntos simétricos por relación al plano x y, dos 
á dos. 

Cada par de puntos simétricos dará términos iguales y de 
signo contrario. 

il mm ^ ^ ^ Ix'hz, i- mm -<— ^-^ 3x*(— 5z) 

dx r dx r 

y e! término en cuestión se anulará. 

En resumen, y en general: puede suprimirse todo término 
de las fórmulas (1), (2), (3), que contengan una potencia 
impar de 8y, 5z, sean cuales fuerén los demás factores de 
dicho término. 

Hecha esta simplifícación , 

lo que quede át^P expresará el valor de Nxx 
el resto de SQ — e! — de Nxy 

yelde S/? — e! — de TV^. 
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Así en il P tendremos: 



+ ^ v;^;^' /1(0 g^gj^, ^ ^ >j^^^ ZÍÍ Sxíz» + 
dy r dz r 

+ S/nm7(r)5x. 



Haciendo lo mismo en I Q, quedará: 



7V = J[fí. E;;,;n'-^8y^íx + 

ÉL{\:rnm'f{r)hx + 2 mm' ^^ ^y^lx 
dx \ f 



)■ 



Y, por último, la misma simplifícación , aplicada á ^ /? nos 
dará: 

N^, = — ^ mm' ^-^ íz^ ^x + 
dz ^ 



dx 



himm' f{r)U + '^mm' -^-^lz''dx\ 






Para obtener Nyx, Nyy, Nyz seguiremos el mismo método 
y aplicaremos las mismas fórmulas (1), (2), (3), que dan 
il P, 1 Q, S R; pero los límites de las sumas ó integrales se- 
rán distintos. En vez de tomar como límite la semiesfera de 
la fígura 38 bis, tomaremos la de la fígura 39 bis, en la que 
la base 6 ¿^ se aplica sobre el plano de las x z y el eje A B, 
sobre el eje de las y. 
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Las simplifícaciones se efectuarán suprimiendo en 2IP, S Q, 




Figura 39 bte. 



£/? todos los términos en que entran potencias impares de 
ix,iz, y tendremos: 



dx f 



du 
dy 



Nyy = —(^mm'f(r) íj; + S mm' -^^ iyA + 
_j. 4^ S/n/n' -^^ 8y íz» + ^ ^mm' ^^ íy íx« + 



dx 
+ ^mm'f(r)iy 



dz ^ 



' -^ ^'"^. íz* 8j^ + 



+ 



dw 
dy 



1^2 m/n'/(r) 8y + S m/n' ^í^ íz» 8y \ 



» * 
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Aplicando las mismas fórmulas (1), (2), (3), pero to- 
mando por límite la esfera bb B (ñg. 40 bis), cuya base se 
apoya sobre el plano de las x y y el eje A B coíncide con 
el de las z, y aplicando para las simplificaciones la simetría 




Ptgura 40 bls. 



de los planos xz,yz, es decir, anulando los términos que 
contengan potencias impresas de Sx, 3 y, obtendremos: 



dx r 

4 — í^mm'firyjz + il mm' ^-^ ox^Sz V 



N., = ^^2mm'^^.y^^.z + 
dy r 



dv /^, 



-\- ^^ í^ mm'f(r)iz -\- y: mm' ^-P-^jy*hz\ 



N„ = 



'zz 



dw 
7z 



(l.mm'f(r)h 



Z + — /n/77 — 



ilnA 



+ 



dx r ^ dy r ^ 

-{-"^.mm'/ir) Bz. 



Los vaiores de N:,x, Nty, Nxz> f^yx que íiemos obte- 

nido, expresan , segím diiimos, las componentes del esfuerzo 

que sobre el punto A de la placa 6 plano ejerce toda la re- 

gión útil del lado de las x positivas cuando diclia placa coin- 

cide con el plano de ias y z (fig. 38); 6 del lado de las y po- 

sitivas cuando la placa coincide con el plano de las xz (figu- 

ra 39); ó del lado de las z positivas si suponemos que la 

placa 6 plano ideal se confunde con el plano de las jc;' (figu- 

ra 40); conforme tiabíamos indicado en ta figura 36. Eraplea- 

mos la palabra útil, porque para 

cada punto A (fig. 41 ) que supo- \ ^. 

nemos aplicable á eslos tres casos, 

sólo hay que contar con !os pun- 

tos materiales contenidos en la es- 

fera acb trazada desde A como . 

centro con el radio e. '■•,, ,¿^" .,--'' 

Consideremos ahora sobre la 
normal al plano, en A , otro punto RBur» 4i. 

cualquiera A' . 

El esfuerzo que sobre él ejerce la región R, se calculará 
exactamente del mismo modo que para # punto i4, y las 
expresiones resultantes serán de la misma forma, que las 
que dan las fórmulas (I| (2) (3). Pero con esla diferencia: 
las ^ no tendrán la misma extensión, que cuando haciamos 
el cálculo paraei punto A. 

En este último caso, calculábamos P, Q, R, y luego il P, 
^, Q, 1 /?, considerando los punfos materiales comprendidos 
en la semiesfera acb. 
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Para el punto A' deberemos trazar otra esfera de radio t 
como la anterior. desde el punto A' como centro, y 1a parte 
útil de la región R no será ya la semiesfera, sino el segmen- 
to a' c' b' contenido en dicha región R. 

Por eso decimos que se aplican las fórmulas (1) (2) (3); 
pero qiie los Hmites de las li; son los de! expresado s^- 
mento y no las de la semiesfera. 

Ahora bien, como el segmento tiene los mismos planos 
de simetría qiie la esfera, las siniplificaciones serán las mis- 
raas, y, por lo tanto, si hacemos el cálculo del esfuerzo so- 
bre A', cuando la placa coincide con los tres planos coorde- 
nados, obtendremos para las componentes JV las mismas 
expresiones, ó, mejor dicho. expresiones de la misma for- 

ma que las iV„, iV,y, N„ siMo que ahora las i^ tendrán 

por liniite el segmento a' b' c'. 

Calculando para todas las moléculas ^4, A', A" hasta 

la distancia e, que están sobre la normal en A, todos estos 
valores de N, tendrán, como acabamos de decir, siempre la 
misma forma, pero los límites serán la semiesfera acb para 
el punto A ; ei segmento a'b'c', para el puntoyl'.el a" b" c' . 
para A", y así sucesivamente, hasta que la esfera de radio z 
sea tangente al plano ab. 

Lo que hemos dicho de las moléculas colocadas en la 
normai al plano del punto A , pudiéramos repetir para todas 
las demás normales que comprende la placa ab. 

Todos los esfuerzos parciales vienen ¿xpresados del mis- 
mo modo; y, como para loda la extcns¡c')n de las regiones /? 
y R' inmediatas á la placa ab, las componentes de los es- 
fuerzos parciales tienen la misma forma quelasiVya obteni- 
das, es decir, dependen de las derivad^ parciales de pri- 
mer orden de u, vy w, con relación á x,y, z; además, como 
pueden suponerse con errores infinitanienle pequeños de 
orden superior, que dichas derivadas son constantes. al ha- 
cer la suma para todos ios puntos podremos sacarlas como 
factores comunes. 



I 
I 



Por lo taiito, y para no acumular las notaciones, supon- 
dremos que las nueve componentes JV representan las del 
esfuerzo resultaiitc sobre toda la placa. El segunclo miem- 
bro contendrá á las derívadas de primer orden de u, v, w. 
Los coeficientes serán la suma de una serie de i para cada 
normal; teniendo cada 11 por límite el segmento correspon- 
diente, Y, por último, como el cuerpo es is6tropo y el es- 
fuerzo sobre ias molécuias de cada normal será próxima- 
mente el mismo, multiplicaremos todos los coeficientes por Ar; 
y si queremos que las A^ representen e! esfuerzo por unidad 
de superficie, dividiremos por '<>, designando por esta letra 
la superficie de la placa. 

Asf, pues, las componenles del esfuerzo sobre unidad de 
superficie de la placa, cuando ésta coincide con el plano de 
\asyz, serán: 



-[^[^ 



-4- ■— ^mm' ' ^' ' 3x3y^ -\ ^mm 

dy /" dz 



N„=\~\^ mm'/{r) Ix + ^mm' ¿-^ íi'l + 

8jíz" + 

+ ^mmT(.r)íx\-^. 

N.,.\^lmm'^í^ty"¡x^ 
Ltly ' 

hmm'f(,r)'.x + Zmm— — '')"íJ<)l — , 



+ — (z mm'f (r) '.x + l mm' J^ iz'ix]^ - 



Y haremos dos advertencías como resumen de lo que pre- 
cede: 1.' Que las A^ ya no representan componentes parcta- 
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les del esfuerzo sobre un punto de 1a región R, ni tampoco 
la resultante de dichos esfuerios sobre !odos los puntos de 
cada normal, sino las componentes del esfuerio total por 
unidad de superficie de la placa, Por eso entra el factor Ar 
quees el número de normales, y el divisor <o que es la su- 
perficie de la placa. 2." Que cada 5^ representa una serie 
de ^; así 



S = Zaí 



-2a'6V+i;a'W+- 



(fig- 41), 



en que hemos puesto por subíndice !a semiesfera ó el seg- 
mento que corresponde á cada -. 

Del mismo modo escribiremos las componentes del es- 
fuerzo total de la regiíin R sobre la R', tomando de ambas 
regiones las partes inmediatas á la placa en el espesor t, 
cuando dicha placa coincida con el plano de las xz, en esta 
forma: 

+ —{-mm'/(r)Sy + ^-mm' í^--!- tiCiy \ — 



[^(- 



ni' f{r)ly -\- '^mm' 



/M 



^^..)h 



H l-mm ^ ' 5vÍ2' 

dz r 



+ — Zmm' ¿ü tytx' + •Hmm/Miy^—, 
dx ^ J <^ 

+ — hlmm-/{r)¡y^ Zmm' J-^ ^l"¡y\\-^. 
y repetireinos aqui las advertencias anteriores. 




Por último, las coraponentes del esfuerzo por unidad de 
superficie sobrela placa, cuando esta coincide con el plano 
de las xy, serán : 

[ í/x r ' 

Ar„ = \^h.mmj{r)iz -\- •^mm-^^ ÍíA + 

dx r 

-\- — Zmm'^^z^y' + í;mm'/(r)5z1~ 
ay r \ „. 

y en cuanto á estas tres últimas fórmulas, podremos repetir 
todo lo dicho para las anteriores respecto á la significación 

de las N, del factor — y de las S. 



Como algunos de éstos coeficientes soii iguales, los va- 
mos á representar por una letra, á fin de simplificar la es- 
critura. 

Para comparar dos 2 y ver si son iguales. no lendremos 
más que comparar las S parciales correspondíentes al mismo 
segmento, porque todas contienen el mismo número de tér- 
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mmos, tantos como moléculas hay en una normal, y lo que 
de dos ^ digamos, diremos de todas las restantes compara- 
das dos á dos. 

Los términos que vamos á escribir son iguales y los re- 
presentaremos por la misma letra: 

Zmm' ■ ' ox*, teniendo S por limite la esfera bBb 



(figura 38 bis), 6 un segmento cualquiera; ^mm' 



aiw 



teniendo ü por Hmite la esfera bBb (fig. 39 bis), Ó el seg- 
■ r(r) 



mento análogo al anterior; y ^m 



íz', siendo el !i- 



mite de S, la esfera bBb (fig. 40 bis), ó el segmenfo que 
corresponde á los anteriores, son evidentemente iguales, 
por ser el sistema tsótropo y tener por límites segmentos 
iguales; asi: 



= — imm 



/a,,.=. 



de Nxx son iguales, porque en la figura 38 bis todo es simé- 
trico alrededor del eje de las x. 
Por la misma razón son iguales ^mm' * ^ Sy 5z* 



y 2.mm 



f(r) 



8y3jc* en Nyy, según se ve en la figura 39 bis, 



en que todo es igual alrededor de y. Además son iguales á 
los anteriores: la única diferencia de ias figuras 38 bis y 
39 bis es que la y reemplaza á la x. 
Por último, son iguales 
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^mm ^^ 5z5x2 y Sm/n' ^-^ ^zly^ 



por idénticas razones. 
De modo que tendremos 

JL sinim' £^ SxSv^ = — Imm' ^^ ixlz^ = 
üi r "^ tü r 

= jLT^mm'¿^^yiz^ = — ^mm' ^^ hylx^ ^ 

= A v/nm' ^^ Sz8x2 = — ^mm' ¿^hziy^ = b. 
u r ui r ' ^ 

De los dos coeficientes Smm' ^ ^ ' Sj^^Sx de Nxyi de los 

dos Sm/n' -^^-^ 8x«íj; de Nyx/ de Zmm' -^^^ Sz^^x de 

fíf\ 
Nxz, y de V/wm' -^ ^ ^ Sx^Sz de Nzx, nada tenemos que de- 

cir, porque están comprendidos en los anteriores y los he- 
mos representado por b. 

Otro tanto repetiremos respecto á* los coeficientes de 

y^imm' ¿^ iz^y y ^mm' ^^ hy^z de Ny^ y N^^y res- 

pectivamente: también están comprendidos en las ecuacio- 
nes anteriores y también los representaremos por 6. 

Las nueve ecuaciones que dan los valores de N podrán 
escribirse por lo tanto de este modo : 

N,:c ^j"-^ 5:m/n7(r)3x r a 1 + 

dy dz «^ 
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du . . dw 



dz dx 

., dv . . du 

dx 



b + ~(^b+-^Zmm'fir)ZyY 



Nyy==-^(^-^Zmm'fir)3y + a\ + 



+ — 6 + — * + — ^mm'f{r)iy, 
dz dx ^ 



(4) 



fj __ dv ^ , dw / ^ , k 



b + ~-(b + l^mm'fir)>.y\ 



dx 



dz 

dw . . du / . . k 



6 + -^ (* + 4 ^rnm'f{r)hz\ 



., dw . . dv 



')--.-* + -^ (* ^ -^ 2: mm'fir) 5 A 



dy 



Nzz = -^(-^imm'fir)hz + a\ 



+ 



+ -^b+-^'-b + J^^^mm'fir)^z. 
dx dy ^' 



En los valores anteriores de N hemos dejado explícitas en 
sus varios términos las tres expresiones siguientes: 

^mm'f(ryjx, ^mm'f{r)ly, ^mmy(r)oz, 
porque vamos á ver inmediatamente que pueden suprimirse. 






La simplificación que vamos á introducir se enlaza íntima- 
mente con una cuestión que hemos tratado ya en otra con- 
ferencia, y á la cual tendremos que volver el curso próximo 



y quizá antes, á saber; e! estado en que se encuenfra el sis- 
tema al aplicarle las fuerzas exteriores, que han de producir 
1a deformación elástica, ó en general el movimiento elástico 
de los diferentes puntos. 
L Dijinios que sobre esto no liabia unidad en ios autores. 
I Unos parten de lo que llaman e¡ esfado nalural del cuerpo 
' 6 del sistema, y admiten, que en el estado natural no actúan 
fuerzas exteriores, que el cuerpo está abandonado á sí mis- 
mo, y que los esfuerzos interiores, es decir, las compresio- 
nes ó las extensiones, que acabamos de representar por N, 
son nulos. Esto merece discutirse, mas poraliora, loadmiti- 
remos como punfo de parfida, en esta primera hipótesis: ia 
det estado naturai. 

Mr. Poincaré, parte de un caso más general á que hemos 

dado el nombre de estado inicial, que en rigor, es un esfado 

de equilibrio, de equilibrio forzado, dicen algunos autores; 

de equilibrio natural, pudiera decirse también, porque tal 

es el esíado de los cuerpos en !a Nafuraleza, ai paso que la 

primera hipótesis, es puramente ideal. 

En los cuerpos de !a Naturaleza, y en los sistemas elásti- 

ícos, actúan, por lo menos, la presión atmosféríca y la gra- 

* vedad, de modo que su equilibrio será uii equiübrio forzado, 

por pequeñas que seau las deformaciones. 

Además, Mr. Poincaré, para admitir esta hipótesis, con 
preferencia á la del estado natural en que todas las N son 
nulas, fiene otras razones aún de más imporfancia, aunque 
por el momento no podemos exponerlas. 

Admitamos por el pronto e! estado natural de !a primera 
hipótesis, es decir que las N son todas nulas. 

En este caso, si consideramos el sistema antes de queso- 
bre él actúen las fuerzas X, Y, Z..... P, al anularse éstas se 
anularán todas las deformaciones, de modo que tendremos 
para todos los puntos de! cuerpo 



^_ j/úiii iifuua 1U3 |Ju 



ü = 0, V = 0, H- = 0, 



y serán nulas todas las derivadas de estas tres funciones, con 
lo cual, quedarán reducidos los valores de N á los si- 
guientes: 

Nri = — Zmm' f(r)ix. 



Ky 



= 0, 



w„ 


= 0, 










N„ 


= 0, 










N„ 


_ k 


Z 


mn 


■m 


íy. 


N„ 


= c. 










N„ 


= 0, 










N„ 


= 0, 










N,, 


_ k 


V 


mm 


■m 


z: 



1 



luego las tres expresioues indicadas, se reducen á cero en 
este caso; toda vez que en las hipótesis del estado natural 
las N son cero. 

De aqui se deduce, que los valores de N en el caso gene- 
ral, se simplifican, porque debemos hacer en ellos, 

í mm'f{ry,x = 0, ^mm'f{r)^y = 0, ^; mm'f{r)^z ~ 0. 

Tendremos, pues, para los valores de N, introduciendo 
esta simplificación el cuadro siguienle: 



du 

7 

dx 



í dv , dw\ 
\dy '71 ) 



., . / du , dv\ 



\dz dxl 



'-(■ 



dv , du\ ., dv , . { dw . du \ 

dx dy J dy \ dz dx } 



I 



""-(^+^)<^-> 



dz \dx dyj 



dv_\ 
dz) 



Estas son las fórmulas generales á qu^ llegan todos los 

autores, sea cual fuere el procedimiento que stgan para de- 

i terminar las componentes de los esfuerzos interiores (com- 

L presiones, tensiones ó fuerzas de desiizamiento) por imidad 

de superficie, en el caso de que se parta del estado natural, 

para el cual fas Wson todas nulas. 

Por consiguiente, los que hemos determinado son esfiier- 
zos totalts. 

Además, recordemos que se reñeren á tres posiciones de 
ia placa ideal, paralelas á los tres planos coordenados, se- 
gún marcan las figuras 38, 39 y 40. 

Que en el caso del estado nalural ha de tenerse 

1 Smm7(r)5jc = 0; il mm7(r)í;' = 0; ^mm'/(r)hz = 0, 

es evidente 

En primer lugar, estas tres expresiones, aun no siendo 
cero, sen'an iguales, porque el sistema es isótropo; y no se 
tiace, para pasar de una á otra, más que cambiar el nombre 
del eje, Ilamar y en la segunda ó 2 en la tercera á lo que en 
la primera es x. 

Basta, pues, que nos fijemos en una de las tres; tomemos 
la priraera. 

Recordemos que/(r) es la función de Saint-Venant /, (r) 
dividida por r. Asi 



- mm'f{r) í.x ^Zm m' / (r) - 




que representa la suma de las acciones de cadados molécu- 
las m, m' de un lado y otro de la placa ideal, multiplicadas 
por los cosenos de su dirección con la normal á la placa, que 



mente. 

Luego la expresión de que se trata, es la componente nor- 
mal á la placa de los esfuerzos moleculares en el estado ini- 
clal, que por hip6tesis es igual á cero. 

Las otras dos componenles vemos que son iguales á cero, 
como deben ser, porque en el sistema isótropo, y sin defor- 
maciones, aunque existieran esfuerzos interiores serian nor- 
males á la dirección que se considerase, en razón á que todo 
es simétrico alrededor de cada normal. 



PasemL)s aliora á la segunda hipótesis, á la de Mr. Poin- 
caré. 

En este caso, las tres expresiones consideradas no son 
nulas, porque en el estado inicial existen fuerzas Xi, Yi. 
Z¡ Pi que determinan deformaciones. 

Y por eso los valores de N se componen de dos partes; la 
una, qiie contiene las derivadas de u,v,w, y representan 
los esfuerzos correspondi«ntes á las nuevas fuerzas X, Y,Z....- 
P; las otras, que son los tres términos qne antes despreciá- 
bamos y que ahora no podemos despreciar. 

Pero si convenimos en que las N representen las nuevas 
presiones ó tensiones creadas por las nuevas fuerzas, pres- 
cindiendo de las que ya existfan, en este caso no hay incon- 
veniente ninguno en prescindir de los tres términos en cues- 
tión. 

Pero entiéndase bien, y lo lepetiremos una vez más, que 
las /Ven este caso no representarán esfuerzos totales. 



Todavia conviene hacer otra simplificación en esta segun- 
da hipótesis del estado inicial, no del estado natiiral. 

Y es ia siguiente: que los términos en que entran las de- 
rivadas de u, v y w, muttiplicadas por Ías tres expresiones 
/( 

— í: m m' f{r) l x pueden despreciarse. 

iv 

Porque esta última cantidad representa un esfuerzo del es- 
tado inicial, y si lo referimos á otro estado anterior en que 
las N sean cero, y que tomemos como origen, las expre- 
siones 

"Z mm'/ir) 5j:, 1 mm'f{r}^>y, ^ mm'f{r)lz, 

se determinarán en función de las derivadas de las deíorma- 
ciones que corresponden á este estado inicial, en cuyo caso 
todos los términos que estamos considerando, podrán des- 
preciarse. 

Por ejemplo: en N^^, el término , — tmm' f{r)'^x, 

dx lu 



du. 



.. siendo u^ la defor- 



puesto que í^ mm'fir)^'X = -4 

mación correspondiente al estado inicial, se convertirá en 



•^ dx' dx 



que es de segundo orden, puesto que hemos convenido que 
tas derivadas de las deformaciones son infinitaniente peque- 
ñas de primero. 

Estas simplificaciones reducen las fúrmulas (4) á las {4). 

Pero conviene repetir, para fijar bien las ideas, algunas 
observaciones que ya apuntamos antes. 

1/ Si se parte del estado natural y se suponen nulas 
tas A^para dicho estado, las /Vde las fórmulas (4') significan 
csfuerzos lolales de compresiún, extensión ó deslizamíento 
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en el interior del cuerpo por unidad de superficie y sobre 
planos paralelos á los tres planos coordenados. 

Si no se parle del estado natural, sino de un esíado inicial 
en que ya existfan fuerzas exteriores, siquiera no sean más 
que la de la graveJad y la presión atmosférica, en este caso, 
las componentes N de esfuerzos internos, no son totales, 

sino las que se refieren á las nuevas fuerzas X, K, Z P; 

son el aiimenlo ó variación de los esfuerzos interiores, sobre 
los que ya existlan, debidos estos aumentos á las nuevas 
fuerzas y á las nuevas deformaciones, 

2." Otra observación más y ésla es muy importaiite: si 
se parte del estado natural, y el cuerpo es isótropo, todas 
las simplificaciones que hemos hecho para obtener la fór- 
mula (4) son legitimas; pero si se parte del estado inicial 

en que existian deformaciones causadas por Xi, Y,, Zi P,, 

en este caso, para obtener las fórmulas (4') hay que agre- 
gar una hipótesis más. á saber: que las deformaciones ini- 
ciales no han cambiado de una marera apreciable la estruc- 
tura del cuerpo.y que ésle conünúa siendo isótropo. Lo 
cual, hasta cierto punto, puede considerarse como una con- 
secuencia aproximada de la superposición de efectos. 

De todas maneras, de aquí en adelante, sólo considerare- 
mos para los cuerpos isótropos las fúrniulas (4') que son 
las clásicas. 

En ellas vamos á hacer un cambio de notación y á trans- 
formar algunas. 

En primer lugar vamos á subsiitutir la notación 



Af„. Nyy 



N«i 



por estaolra, A^i, N^, N¡,. 



De modo que 

W„, = N,, Nyy = N,, N,,^N^: 
N¡, represenlará. pues, la componente paralela al eje de 
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las X, cuando el plaiio para el cual se quieren calcular los 
esfuerzos es perpendicular al eje x 

Del mismo modo N., representará la ccmponente del es- 
fuerzo paralelo al eje de la Y, cuando el plario ó placa ideal 
de que hablábamos sea paralelo á x z. 

Y, por últinio. N^ será la componente normal al plinoxy. 

Además, la forma de los scgundos miembros puede sim- 
plíficarse, porque tendremos evideiitemente 



N, : 



i^ 


-i- 


í/V 

dy 


■i- 


dw 
dü 


Kf 


-' 


dv 
dy 


f 


dw 

Tz 


H-^ 


+ 


dv 

dy 


+ 


dw 
17 



)^{o- 



l + ío- 



y Ilamando c á la consfante a — b,y recordando que 



du _^ dv dw 
dx ' dy dz 



resultará por último: 



^b'>+c- 



N, ^b^ + c- 



Na = &6 + c - 



En cuanto á los demás términos de las fúrmulas (4') se ve 
desde luego que 



N^y = Ny^; Ar„ = N^^; Ny^ 



de modo , que estas seis componentes se reducen á tres, que 
representaremos por 7", poniendo un solo sublndice, que 
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será 1, cuando los subíndices son y, z, toda vez que 1a in- 
versión de los dos subíndices no altera el valor de N. Será 2, 
cuando los subindices sean X, z. Por último, será3, cuando 
sean los subindices x. y. De suerte, que tendremos 



N„ 



•N„,^T,; N„ 



•N,. 



-- T,; N„ 



-N„ 



con lo cual, las nueve fómiulas de los esfuerzos inten'ores 
sobre planos paralelos á los coordenados, se reducen á las 
siguientes de forma sencillisima: 



N, = b'i + c- 



dy 



N,^b'i + c 



dz 



H^ 




dw 


-) 




dy 


^(f- 


+ 


dw 
dx 


) 


K^ 


+ 


dv 
dx 


-) 



que son las fúrinulas clásicas dc todos los autores, aunque 
obtenidas por otros procedimtentos, que explicaremos en el 
curso inmediato. 

Al expiicar estas misinas fórmulas cuando empleemos el 
método de Lamé y otros autores veremos, que las fuerzas 
Nxy, Nyx, Nxt, N^x, Nty, Nyz, so^ las fuerzas de desliza- 
miento y que dos á dos son iguales como hemos visto, y 
que son iguales y conlrarias las perpendiculares á cada eje, 
como condición necesaria para que no haya giro alrededor 
de este eje. 

También veremos que se puede calcular la compresión 6 
tensión sobre iin plano, sea cual fuere la dirección respecto 
á los planos coordenados; mas sobre esto no insistiremos, 
porque, por el momento, sólo tratamos de resolver la se- 
segunda parte del problema de la elastícidad por el método 
de Cauchy; 6 sea determinar las condiciones relativas á los 
Hmites. 
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iVemos que en las fórmulas de las componenles del es- 
fcerzo interior, enlran dos constantes. b, c: estas constantes 
pueden calcularse directamente; pero esto nos conduciria á 
cálculos largos y enojosos, aunque sencillos, y por esta 
causa vamos á emplear un método indirecto que, en cierto 
modo, será anticiparnos al método de Lamé y de otros auto- 
res de su escuela, m^todu que hemos de explicar en el curso 
próxímo. 

El que seguiremos es el siguiente: 

Vamos á considerar en el interior del cuerpo, 6 del siste- 
ma, un paralelepípedo trirrectángulo, cuyas caras sean para- 
lelas á los tres planos coordenados. 

Vamos á considerar asimismo los esfuerzos normales y 
tangenciales sobre sus seis caras, expresadosporlos Wy 7"; 
y vamos á escribir, por íiltimo, las ecuaciones de equilibrío, 
que vendrán en funciún de las derivadas parciales de u, v 
y u-, con relación á x, y, z, y de las constantes b, c. 

Como este paralelepipedo puede ser tan pequeño como 
se quiera, las ecuaciones que obtengamos, expresarán el 
equilibrio de un elemento cualqiiiera de la masa, y deberán 
coincidir con las tres ocuaciones fundamcntales que obtuvi- 
mos en la lección precedente, en las cuales entran las cons- 
tantes X y ¡i. Y comparando ambos grupos de ecuaciones, 
expresaremos ft y c en función de >- y \i. 

Esto diclio en generai, que á continuación precisaremos 
más las mismas ideas. 

Consideremos en el interíor del cuerpo 6 del sistema un 
paralelepipedo trírrectángulo (fig. 41 bis), cuyas caras sean 
paralelas á los tres planos coordenados yz, xz, xy. 

Como ya indicamos antes, admitiremos que este paralele- 
pipedo es sumamente pequeño y designaremos sus aristas 
poríx, 3y, S¿, aunque estas magnitudes no sean precisa- 
mente las que hasta aqui hemos usado como representando 
las componentes de la distancia r, distancia entre dos mo- 
léculas inmediatas. 
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Al contrario, supondremos que el paralelepípedo conltene 
un gran número de puntos materiales Ó masas. 

Si el sistema total eslá en equilibrio, una parte de él, gran- 
de Ó pequeña, pequeña en este caso, deberá estar en equt- 
librio también. 






..p: 



Y lomaremos, como elemento del sistema, el paralelepl- 
pedo indicado, proponiéndonos determinar sus ecuacioncs 
de equilibrio, como si fuera un sólido invariable, siguiendo 
en esto un postulado general de la Mecánica. 

El paralelepípedo estará sometidoá Jas síguientes fuerzas: 
1." Las fuerzas exteriores X, Y. Z...... que actúan en to- 

dos los elenientos del paralelepipedo y que supondremos 
referidas á la unidad de masa. Dada la pequeñez del parale- 
lepípedopodemos admitir con errores infinitamenle peque- 
flos de orden superior. que todas estas fuerzas tienen una 
resultante aplicada al centro del volumen, de suerte, que 
representando por D la densidad en dicho centro. que será 
próximamente la misma para todos los puntos de dicho vo 
lumen, tendremos para las tres componentes de la fuerza re- 
sultante. 




hx'-.y'.z.D.X\ ox -.y oz.D. V'; ix'.y oz.D. Z. 

Es decir, volumen multiplicado por densidad, muHiplÍcado 
por fuerza aplicada á la unidad de masa. 

2." Las acciones que se ejercen sobre las seis caras del 
páralelepipedo y que ya sabemos calcular, Serán compresio- 
nes, tensiones ó fuerzas de deslizamiento y serán oblicuas en 
general respecto á las caras; estarán referidas á la unídad 
de superficie; y supondremos, que están aplicadas al centro 
de cada cara. 

Asi. en la cara A'BOC \a fuerza Jendrá tres componen- 
tes, según se ve en la figura 41 bis, á saber: N^, 7¡, T, cada 
una con su signo propio. 

Comparando esta figura con las 38, 39 y 40. se observa- 
rá la conformidad en las notaciones. ya establecida; por 
ejemplo: en esta cara, vemos evidentemente, que N^ repre- 
senta á Nxx', T.¡ representa asimismo á Nxi, y N.,-, represen- 
ta á Nxy, sólo que las tres fuerzas que en la figura 38 están 
aplicadas en A, hemos supuesto en la figura 41 bis, que es- 
tán aplicadas en el punto a. 

Podemos repetir lo mismo para la cara A OCB', en que 
ias trcs componentes de la acción sobre dicha cara, serán 
^í. Tt, Ta. Ypudiéramos repetir aquí todaslasadvertencias 
anteriores. 

Por i'iltimo, en la cara A OBC' actuará un esfuerzo obli- 
cuo en general, cuyas componentes serán /*/.,, T¡, T¡. 

Para las otras tres caras del paralelepipedo, correspon- 
dientes al ángulo triedro O'opuesto al O, puede repcfirse !o 
niismo; con la diferencia que las T y las W variarán al pasar 
de una cara á ia paralela por razún de los incrementos 5x, 
iy, S? que expresan los intervalos entre estas dos caras. 

Todas estas fuerzas, según el equilibrio de los cuerpos 
sólidos, hay que trasladarlas at centro del paralelepípedo y 
resultarán tres componentes paralelas á los ejes y tres pares 
cuyos ejes serán también paralelos á los ejes coordenados. 




Las fuerzas N^, N.¡, N-j no engendrarán ningún par, por- 
que pasan todas ellas por el centro del paralclepípedo. 

Las fuerzas T darán lugar á pares, pero estos pares se 
destruirán dos á dos. 

Por ejempio: Las fuerzas Tj. T, aplicadas tn ay b, da- 
rán los siguientes pares, si recordamosqueestasfuerzases- 
tán referidas á 1a unidad de superficie. 

7y aplicada á a para toda la superficie OBA'CstTk 
T^iy^/Z cuyo brazo de palanca, con relaci6n al centro, será 

, luego el par tendrá por momento 

-2 



Del mismo modo, T^ aplicada en b dará la fuerza lotal 
"aSxízysu brazode pal. 
sultará igual al anterior, 



2 

No olvidemos que T^ y T^ son iguales en valor y en sig- 
no; si la primera es positiva, como marca la figura, la se- 
gunda también lo es y tienden á liacer girar al cuerpo en 
sentido contrario. Y lo mismo podemos decir de las reaccio- 
nes - Tr¡, — Tn sobre el paralelepípedo. 

Otro tanto se repite para 7", y Ti; para T¡ y T^; asi como 
para las fuerzas de las otras tres caras del triedro O'. Y re- 
sulta que el sistema dentro de la aproximación aceptada, no 
tiende á girar. 

Calculemos ahora las tres componentes paralelas á los 
tres ejes, por ejemplo al eje de las x. Lo que de él digamos, 
podremos repetir para los otos. 

Sobre el centro del paralelepípedo actuarán la fueria N, 



uei mismo moao, I3 apncaaa en o aara la tuerza loiai 

S y I 

TaSxízysu brazode palancaserá — ^, luego el momento re- J 



íor uiiidad de superficie aplicada al punto a , y la correspon- 



lente sobre la cara opuesta O'CAB', que será N, 



t/N, 
"dx 



Sjc. 



•éro hemos de considerar no A', , sino la reacción — Ni : es 
decir, no el esfuerzo de los puntos inleriores del paralelepí- 
pedo que están á la derecha de díchai:ara en la regi6n que 
llamábamos R (fig. 36), sino por e! contrario, la acción de 
los puntos que están á la izquierda sobre las masas que es- 
tán dentro del paralelepípedo inmediatas á la cara expresa- 
, de suerte que en a actuará — N, y sobre a' una fuerza 

pr iinidad de superficie igual á 



-N,+ 



dN , 
dx 



Trasladando al centro del paralelepipedo - N, y 
dN, , 



N,+ 



d X 



íedarj. 



.,,.,, dN, . , dN, . 

'Ni + N,-\ 5x = H 5x. 

dx dx 



i 



Pero como N, está referida á la unidad de superficie, áfin 
de obtener la fuerza total habrá qiie inulliplicar la expresión 
irecedente por 5;/ . í 2 y tendremos: 



dNy . 



xSySs. 



De todas las demás fuerzas, sjlo tendremos que trasla- 
dar 7.. aplicada en c, y 7-^ apiicada en b; mejor dicho, las 
reacciones, que son iguales de signo contrario. 
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Así, la apHcada eii c, dará — T^; 

y la de la cara opuesta, que es - 7, -| ^^ S z; 

d z 

y sumándolas y multiplicándolas por el área ox .^jy, 

(—T, + T, + -^ iz\ hxiy = 4- -^ 3x5y3z. 
\ dz I dz 

Del mismo modo la aplicada en 6 es — 7^) 

la aplicada en el centro á la cara opuesta + 7,, H oy 

dy 

y sumándolas y multiplicándolas por el área S x o z 
(-n + r, + -^3y\ = -f ^»-Sx5y5z. 

Sumando ahora : 

XDSx^ySz, + -^ ox5y5z, + -^ 5xSy8z, 

rfx dz 

H ix^jyoz, 

dy 

é igualando á cero, tendremos la primera ecuación de equi- 
librio del paralelepípedo; y dividiendo por o x^^y^j z, 

= 0, 

dx dz dy 

ó bien, 

dx ' dz ' dy 
Substituyendo por N^, 7!», 7!; sus valores (I) resulta 

dx dx-' \dz' dxdz I 



DX + 


dN^ 
dx 


dT, 
dz 


dT, 
dy 


dN^ 


dT, 


, dT, 





, , d'u , d'v 
b 



-(■ 



dy- dxdy 



-] = - XD. (II) 
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[ Esta ecuacii^n es la que debemos comparar con ia primera 
: las tres fundamentales del equílibrio de un punto, á 
flber, 

dh 



+ 



dx 



+ t^A« = 



X. 



0ai 



Pero debemos hacer una observación ; aunque ambas ecua- 
ciones representan el eqiiilibrio del sistema en el interiordel 
mismo, hay entre ellas una diferencia. 

La primera expresa el equilibrio de un paralelepipedo in- 
finitamente pequeño. 

La segunda, el equilíbrio de un punto de masa m, 
Si e! sistema fuera continuo, no liabría dificultad en com- 
rar dtrectamente ambas ecuaciones; pero como la prime- 
ra de las dos que hemos indicado se refiere á un punto y 
parte de la discontiiiuidad, tenemos que suponer lo que ya 
hemos supueslo varias veces, es decir, que el sistema dis- 
continuo se divíde en celdillas y que la masa de cada punto, 
se distribuye de una manera continua dentro de cada celdi- 
lla, y en este caso, la comparación ya es posible, compa- 
rando los elementos diferenciales á que se refieren una y otra 
f6rmula. 

Partiendo de esta hipótesis, dividiendo la segunda por la 
densidad D, ya que toda ella se habia dividido antes por el 
volumen, para qüe los segundos miembros sean iguales, y de- 



, tendremos que comparar las dos ecuaciones citadas. 



desarrollando previamente la (II) en la que pondremos por (> 
su valor: y nos dará, 




-'' — 
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dx^ \ dz^ dxdz ) 

\ dy^ dxdy } 

Desarrollando asimismo la primera de las tres fundamen- 
tales, tendremos, 



*^ V dX' dxdy dxdz } 
í d^u d^u d^u \ 
** V rfx» dy^ dz^ ) 



+ 



= -X; 



é igualando los coeficientes de las mismas derivadas, puesto 
que suponemos que ambas ecuaciones han de ser idénti- 
cas, hallaremos: 

6i+Ci = >w+2;x; 26i = /+;a; 26i=X + u;6i = jx; &i = (i, 

que se reducen á 

6^ + Ci = X + 2a; 26i = X + ^; b, =^ ;^, 
y dan 

6 

b b . c ^ 

— — a; — = /^; — -= 2jl. 
D ' D D 

Así, pues, las fórmulas (I) se convierten, repitiendo el mis- 
mo cálculo para las otras dos componentes, en 
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que coinciden con las fórmulas clásicas obtenidas por otros 
procedimientos, con estas diferencias: que las dos constan- 
tes "/. yp.se reJucen á una sola, y que aparece D que gene- 
ralmente se considera comprendida >- y ¡í.. 

Sobre esta circunstancia algo indicaremos en la conferen- 
cia próxima. 



r 



Conferencfa dtStjima. 



SeNORES: 



Tratamos en esta conferencia de indicar ta solución gene- 
ral de la segunda parte del problema de las deformaciones 
elásticas, cuando et sistema no se extiende indefinidamente 
en el espacio, sino que, por el contrario, está limitado en 
éste por una ú varias superficies. 

Y para fijar las ideas no trataremos, por el pronto, más 
que del problema del equilibrio. 

Obtuvimos en conferencias anteriores las tres ecuaciones 
fundamentales del equilibrio para un punto cualquiera del 
interior del sistema, que eran de esta forma: 

dH 



(M f^) -^ ^ t^Av + K = > (A) 
dy [ 



az 



a que y ¿ tienen esta significación analitica: 

da , dv ^ dw ^ ^^ , d^ , ^' 
dy- (/2' 



dx dy dz dx'' 



Y obtuvimos asimismo en la íiltima conferencia las seis 



componenies de los esfuerzos interiores (tensíones, compre- 
siones, deslizaniientos) por unidad de superficie sobre tres 
planos que, pasando por un punto cualquiera. fuesen para- 
lelos á los tres planos coordenados. 

Pero fijemos bien las ideas. Por un punto cuyas coorde- 
nadas sean x,y,z iiacemos pasar tres planos paralelos á los 
planos coordenados yz, xz, xy. En estos tres planos, y 
alrededor del punto 0, consideramos tres pequeñas áreas, 
iguales ó desiguales, itnporta poco; por ejemplo dt.-, dw', 
í/w". 

Detenninamos el esfuerzo sobre el área dii, y dividiendo 
diclio esfuerzo por esta última área, tendremos la compre- 
sión, la tensión 6 fuerza de deslizamiento sobre la unidad de 
superficie, y sus componentes serán las que hemos designa- 
do por Nt,T..,T..,, en la fig. 4] bis de la conferencia anterior. 

No estarán demás algunas aclaraciones. Si consideramos 
dos moléculas del sístema, una á la derecha del plano 
OBA'C, otra á la izquierda y queremos calcular la acción 
de la región de la derecha sobre la de la izquierda (figu- 
ra 41 bis); si suponemos que estas moléculas se atraen, y 
en la curva de Saint-Venant, el término que reprcsenta la 
atracción se considera como positivo, y el término que re- 
presenta ia repulsión como negalivo; por último, si la recta 
que une estos dos puntos forma ángulos agudos con los Ires 
ejes, es evidente que sus componentes serán cantidades 
esencialmente positivas y expresarán, como hemos dicho, el 
esfuerzo que ejerce la región de la derecha de la figura so- 
bre la regifin de la izquierda, que será evidentemente una 
tensión en gcneral oblicua. Repitiendo esto mismo para cada 
dos puntos de ambas regiones, á igual conclusión Ilegaremos 
para N¡.T^,T,. 

Si, por el cúntrario, queremos calcular la acción de la re- 
gión de la izquierda sobre la derecha, que será igual y con- 
traria á la anlerior. sus componentes serán— Afi,— 7",, — 7"^, 
y representarán también una tensión oblícua. 



N, = X0 + 2n 



T, - . 



í Tentlremos, pues, para el equilibrio dos tensiones obli- 
luas igLiaies y contrarias. 
Otro tanto podemos decir para los otros dos plaiios. 
Por el contrario, volviendo al principio, si las dos molécu- 
las se rechazan, habrá que repetir iguales consideraciones, 
pero los esfuerzos serán de cotnpresión. 

Por las teorias generales del Algebra y de la Trigonome- 
tria se sabe que estos resultados son generales respecto á 
los signos. 

IHemos obtenido para \as N y T las siguientes f6rmulas, 
las que, para atenernos á las notaciones gcneraímente ad- 
tídas, en vez de representar la donsidad por D la repre- 
titaremos por ^ ; resultará, 

Para facilitar la lectura de las obras sobre esta materia, de 
diferentes matemáticos, convendrán algunas aclaraciones. 

Todas las fórmulas escritas son correctas; pero en ciertos 
tratados se pone en evidencia la detisidad en las trcs (A), 
para lo cual basta multiplicar por ? y se tiene: 



dy 






T,- 



T,- 



\dz 
I du 
[dz 
Idu 
\dy 



I du . d«\ 



dw \ 

dy) 

d» 

dx I 

dv \ 

dxl 




1 
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Pero como entonces Jas seis últimas pueden escribirse de 
este modo: 



claro es que podrá sustituirse á X /j la letra X, y á ¡x p la 
letra ¡íl, distintas evidentemente de las anteriores, y obtene- 
mos las nueve fórmulas clásicas de la elasticidad: 



dx 

()i+}x).^+íxAv + pK=0; 
ay 

dz 

dy \dz dx ) 

\T \u n dw ^ ( du dw\ 



Algunos autores suponen p = 1 en las tres primeras fór- 
mulas. 



* * 



Una observación todavía, y ésta es fundamental. 



Al calcular en la conferencia anterior los valores ácTy N, 
hemos obtenido la igualdad de los coeficientes >. y ^; de 
modo que las fórmulas de la elaslicldad no dependerían de 
dos constantes, suponiendo siempre los cuerpos isótropos, 
si no de una sola constante, y en esto difieren las íórmulas 
de Cauchy de las fórmulas clásicas obtenidas por otros pro- 
cedimtentos, que hemos de explicar en el curso próximo. 

No es ésta una limitación que Impusiera Cauchy arbitra- 
riamente; es e! resuitado del método del ilustre autor y del 
cálculo que desarrolla con dicho método, así como de las 
simplificaciones que admite y aplica. 

De todas maneras, esto constituye una divergencia entre 
unos y otros métodos, que no podíamos mencs de tener en 
cuenta y que debiamos señalar á nuestros oyeníes. Todavia, 

Isobre este punto, insistiremos en olra ocasión. 
Y vamos ya al objeto principal de esta Conferencia. 
i 

Hemos dicho, que para los sistemas limitados en el espa- 
cio, el problema no estaba resuelto más que en su primera 
mitad . al obtener las tres ecuaciones fundamentales del equi- 
librio de un punto del interior del sistema. 

palta obtener las ecuaciones de equilibrio para cualquier 
puntú de la superficie. 

Y á este fin, como problema auxiliar, hemos determinado 
los esfuerzos interiores para cualquier punto y para tres di- 
recciones particulares sobre tres planos, que pasen por di- 
cho punto paralelamente á los planos coordenados. 

Veamos qué partido se saca de este problema de los es- 
fuerzos interiores y de las componentes N y T para el equi- 
^^ librio de cualquier punto de la superficie. 
^L Laaplicación es natural y es sencilla, y se funda en un 
^^Btuevo concepto de gran importancia. 

m^ 



El del tetraedro eh'mental de elasticidad, que, según algu- 
nos autores, es debido á Cauchy, 

Si aplicásemos á los puntos de la superficíe el niétodo de 
Cauchy, que hemos aplicado á los puntos del interior, para 
cada uno de los primeros puntos, tendríamos que establecer 
tres ecuaciones. 

Pero ya heiTios indicado en otras Conferencias las dificul- 
tades de este método cuando se trata de reducir todas las 
ecuaciones símultáneas, relativas á la zona de espesor c jn- 
medíata á la superficJe Iimite, á Ires ecuaciones diferenciales 
parciales. 

Asi es que, para determinar las condiciones de la super- 
ficie, en rigor vamos á abandonar e! método de Cauchy. 
acudiendo al método, que conslantemente han seguido los 
demás autores para resolver este problema. 

La diferencia entre unos y otros métodos en el problema 
general de la elasticidad, puede condensarse brevemenle de 
este modo, 

Cauchy establece las condidones de equilibrio de un punto. 

Los demás mélodos establecen las condiciones de eqaiU' 
brio de un paralelepIpedo infinitamente pcqueño, pero que 
contendrá un gran número de puntos materiales, aun cn el 
caso de la discontinuidad. Esto en ciianto al interior del 
cuerpo. Para la superficie, se establecen las ecuaciones de 
equilibrio de un tetraedro sumamente pequeño, que es el 
procedimiento que vamos á seguir en la presente conferencia. 

Sea (fig. 42) un sistema elástico limitado por la superficie 
S, á la cual corresponderá otra superficie S', paralela á ella 
á la distancia e. 

Consideremos un puntop de la superficie S, piinto cuyas 
coordenadas serán x, y, 2. 

En este punto/í admttamns, para fijar las ideas, que actúa 
sobre la superficie una fuerza P, referida á la unidad super- 
ficial, y nos proponemos cstablecer las ccuaciones de equi- 
librio de dicho punto /'. 
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O con más exactitud; vamos á escribir las condiciones de 
equilibrio de una región infinitamente pequeña, de la cual 
forme parte este punto y que supondremos que es un te- 
traedro sumamente pequeño. 

Porque, volvemos á repetirlo, el carácter distintivo de es- 
tos métodós y el que les diferencia del método de Cauchy, 




Plgura 42. 

es que en ellos se establecen las condiciones de equilibrio, 
no de un punto, que en este caso sería p, sino de un sólido 
sumamente pequeño y que vamos á suponer que es unte- 
traedro, sobre la superficie del cual estará/7. 

Por eso en el curso próximo, al aplicar al problema de la 
elasticidad el método de Lamé y otros autores, diremos: 

Para el interior del cuerpo hay que establecer las ecuacio- 
nes de equilibrio de un paralelepípedo elemental. 

Para la superficie límite hay que establecer las ecuaciones 
de equilibrio de un tetraedro elemental también. 






Vamos á construir dicho tetraedro. 

En el interlor del cuerpo tomemos un punto A , muy prft- 
ximo á p (fig. 42). 

Por el punto A tracemos tres rectas: A B, A C, A D, pa- 
ralelas á Iús tres ejes ox. oy, oz. 

Dichas reclas cortarán á la superficie 5 en los puntos 
B, C, D. y ios tres planos B-4 ZJ, BA C, CA D, cortarán 
asjmismo á la superficie según tres curvas BD, DC. C B. 
De este modo se formará el tetraedro A B C D, en que la 
cara B C D, que coincidirá con la superficie S, es decir, que 
estará en ella, será una cara curva; pero como suponemos 
que el tetraedro es muy pequeño, podemos admitir que los 
arcos BC, C D, D B, son líneas rectas, y en este caso to- 
das las caras del tetraedro serán planas. 

El tetraedro tendrá su vértice A en el interior del cuerpo y 
se apoyará en la superficie 5, por la cara próximamente 
plana B C D. 

Precisamente sobre esta cara suponemos que está el pun- 
to;7, para el cual queremos establecer las ecuaciones de 
equilibrío, que serán las del tetraedro; porque estando en 
equilibrio éste, está en equilibrio el punto p y todos los pun- 
tos de la superficie comprendidos en el íriángulo B C D. 

Pero ei tetraedro ha de cumplir con otra coiidición, que en 
general no especifican los autores, y que es absolutamente 
necesaria, porque sin ella cae la demostración por su base. 

Para Jlegar el volumeTi del tetraedro á la superficie S, tie- 
ne que pasar forzosamente por la superficie S' y porla zona 
comprendida entre estas dos superficies. 

Hemos representado las intercesiones de las tres caras 
rectangulares del tetraedro con esta superficie 5', por las li- 
neas bc, cd, db, de suerte que la zona de espesor e está re- 
presentada en el tetraedro por sus dos limites BCD en la 
superficie S y bcd en la superficie S'. 

El reslo del tetraedro, es decir, el tetraedro Abcd estará 
en el interíor del cuerpo. 



\ Y la condición á que nos referimos es ésta: es preciso que 
'■ri tetraedro sea muctio mayor que la parte de zona com- 
prendida entre las dos caras B CD, bcd. 

Y el objeto se comprende; es el de poder despreciar di- 
clia zona y poder calcular el tetraedro como estando todo él 
en el interior del cuerpo y apoyado directamente sobre la 
superficie S, anulando con el pensaniiento la zona de espe- 
sor E que es en la que, por decirlo asi, están todas las di- 
ficultades. 

Veamos ahora cómo se establece el equilibrio de este te- 
traedro elemental. 

El tetraedro estará sometido: 

En la cara exterior S CD á la fuerza P por unidad de su- 
perficie, y á la fuerza total 



ft 



P.áreafíCD,- 



Ivirtiendo que esta fuerza, en general, no será normal á la 
superficie. Formará con los ejes coordenados ángulos cuyos 
cosenos, que representaremos por /, m, n, y que dependerán 
del punto p, serán funciones de x, y, z. 

Sobre la cara ABC actuará una fuerza que ya hemos cal- 
culado y cuyas componentes dijimos que eran {fig. 41 bis) 



-N,. 



-T",, -T,, 



referidas á la unidad de superficie; por consiguiente habrá 
que multiplicarlas por el área del triángulo A B C. 
Tendremos, pues, sobre la cara A B C 

N, área ABC: - T, área ABC; - T. área ABC. 



1 mismo modo actuará sobre la cara A B D una fuerza 
Qras componentes serán: 




— NjÁízaABD; -T.ÁTt&ABD; - 7., área>lfiD. 



Y por fin, la fuerza que actúa sobre la cara A CD tendrá 
por componentes 

— Af, áiea ACD: — T. área A CD; — T, área A CD. 

Además, sobre la masa del tetraedro actuará una fuerza, 
cuyas tres componentes serán: 

X . volumen ABCD, Y . volumen A B CD. 
Z.vo\iímenABCD. 

El letraedro sometido á todas estas fucrzas debe estar en 
equilibrio, y entonces estarán en equilibrio también todos los 
puntos, tales comop, de la superficie, comprendidos en el 
triáiiguIofiCÍ). 



Y ahora comprenderán mis oyentes y mis lectores por qué 
para resolvcr la segunda parte del problema de la elaslici- 
dad, es decir, el equilibrio de la superficie limite, abrimos 
un paríntesis y dedicamos toda una Conferencia al estudio 
de las tensiones, compresiones y deslizamientos del inferior 
del cuerpo. 

Las esfudiábamos en un punto cualquiera del interior, 
pero era, no para dcterminar el equilibrio de estos puntos 
interiores. que éste ya lo teniamos resuelto, sino para apli- 
car los valores de N y de T a\ tetraedro de la superficie, 
cuya casi totalidad Aabc está en el interior del sistema y 
al cua! son aplicables los valores de N y T que hemos 
calculado. 

Y ahora comprenderán también, por qué hemos estableci- 
do la condición de que la parte de zona de espesor e com- 
prendida en el interior del tetraedro sea muy pequefla y 
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pueda despreciarse eti cotnparación det volumen total dei 
tetraedro. 

No siendo asi, el método no sería legitimo. 

Por ejemplo, si en la cara .4 S D la zona B Dbd es muy 
pequeña en comparación con Abd, podremus aplicar, los 
valores N y T calculados para el inlerior del cuerpo, á toda 
el área Abd, que casi se confunde con ABD. 

Pero si así no fuese, no podríamos aplicar las Ny 7"calcu- 
ladas para el interior del cuerpo á la corona ó porción de 
corona BbDd, porque pertenece á la zona s, y para ello las 
N y Tson distintas de las calculadas para el interior del sis- 
lema elástico. 

Por eso en este método hay una hipótesis implicita, y es 
la de prescindir de la zona de espesor e, como si no existie- 
se , y como s¡ todo el tetraedro estuviera en et interior del 
cuerpo. 

Mas para esta hipótesis, hay que tener en cuenta que e no 
es una cantidad infinitameiite pequeña: muy pequeña. si; pero 
con un valor finito, que indicábamos en otra conferencia. 

Hechas estas observaciones, calculemos las ecuaciones de 
Iquilibrio del tetraedro en cuestión. 

*■ Considerando al tetraedro como un cuerpo s6IÍdo, sabe- 
mos que sus ecuaciones de equilibrio son seis. 

Tres de ellas expresan que las tres componentes de todas 
las fuerzas trasladadas á un punto paralelamente á sf mis- 
., componentes tomadas con relación á los tres ejes, son 



Y las olras tres expresan la condición de que los tres pa- 
res del sistema han dc ser nulos también. 

Pero de los tres pares cxpresados podemos prescindir en 
este caso, porque las fuerzas son del orden de pequeiíez ile 
las earas, es decir, de segundo orden, y los brazos de pa- 
lanca de los pares son de primer orden; luego el par será de 
tercer orden. En comparación con las cantidades del segun- 
do orden, podemos suponer queson nulos. 



k 
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Pasemos, pues, al equilibrío paralelamente á los ejes. 
Y empecemos por el eje de las X. 
La fig. 41 bis de la Conferencia IX, que reproducimos 
aquí, nos hace ver que hay tres fuerzas paralelas al eje de 




Flflura 41 bls. 

las X, á saber: — A^i, — 7¿, aplicada á c, — Ty, aplicada á b, 
referidas todas ellas á la unidad de superficie: todas las 
demás son perpendiculares á este eje. 

La - A^i corresponde al área A CD (fig. 42): representando 
esta área por cj^. la componente paralela al eje de las X que 
actúa sobre dicha cara, será 



-N,(.)^. 



(**>x) 



La fuerza -~T> aplicada á c corresponde á la cara ABC 
del tetraedro y está contenida en ella, porque es fuerza de 
resbalamiento : representando por w^ el área del triángulo 
ABC, la componente que debemos tener en cuenta será 



7... 



0) 



z* 



K) 




I Por último, la componente — T¡, corresponde á la cara del 
traedro ABD y, por \o tanto, nos dará el valor llamando 
<>>^ al área de dicha cara 



- T,U.y. 



(-.) 



IYa dijimos que elesfuerzo sobre la base BCD del tetrae- 
ro era 
PáTtaBCD, 
lla; 
aral 
is; 



^ llamando Ü al área BCD, tendremos para la componente 
taralela al cje x, 

fü.cos(P, x). (Ü) 



Estas cuatro son las componentes paralelamente al eje de 

i X de las fuerzas que actúan sobre las cuatro caras del 
tetraedro elemental. 

Sólo nos queda por considerar la componente de la fuer- 
za exterior F. que aplicada al centro de dicho tetraedro. Pero 
como la fuerza F está referida á la unidad de volumen, su 
prodiicto por dicho volumen, que es una cantidad muy pe- 
quena de tercerorden.será de tercerorden también: en com- 
paración con las demás fuerzas que son de segundo orden 
por ser proporcionales á las áreas, puede despreciarse. 

Sumando, pues, los valores (tü^), (w,), (w^), (ü) y 
recordando que cos (P, x) = l tendremos para la primera 
ecuación del equilibrio, ó sea para la componente paralela al 
eje de las x de todas las fuerzas que actüan sobre et tetrae- 
dro elemental. 



-N.u 



- r,i^ 



-T^>..y • pa¡ = 



Pi = N,-^ + r, - 



+ 7;- 



Ahora bien: u, es la proyección sobre el ^^z del área 
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BCD; luego la relación de ambas áreas — - seráelcoseno 

del ángulo que formen sus normales, es decir, la normal á 
la superficie BCD, con el eje de las x, que la designaremos 
por a. 

Asimismo _JL será el coseno del ángulo que forma con el 

eje de las y la normal á la superfície 5 en un punto cualquie- 
ra del triángulo BCD, que suponemos infinitamente peque- 
flo. Lo designaremos por p. 

Por último, la relación -ry será el coseno del ángulo de la 

misma normal con el eje de las z, que lo Uamaremos y. 
Y la ecuación se convertirá en 

Por consideraciones enteramente semejantes obtendremos 
las otras dos ecuaciones correspondientes á los otros dos 
ejes. 

En fin, tendremos para el equilibrio del tetraedro estas tres 
ecuaciones : 

Pl = N,a + T,^ + T,y, 

Pn = T,a T,?--N,r. 

Se pueden deducir prácticamente las dos últimas de la 
primera, aplicando las tres substituciones circulares. 



l m n 
m n l 



ct ,3 y 12 3 

i ? V a Í' 2 3 1 



en que la última se refíere á los sub-índices. 






No olvidemos ta significación de cada una de las letras 
íOntenidas en estas fórmuias. 

I P es la fuerza exterior por unidad de superficie en el pun- 
ü cuyo equilibrio establecen las fúrmulas precedentes; será, 
n general, una función de x, y, z. 

!, m, n, son Iüs cosenos de los ángiilosque formalafuer- 
1 P con los ejes; son también funciones de x, y, z. 
Las A^ y las T son las componentes de las compresiones, 
insiones y fuerzas de deslizamiento en la región del interior, 
^óxima al punto de la superficie que consideramos, y refi- 
iéndose á planos paralelos á los coord.-nados, como son las 
fes caras interiores del tetraedro elementaj. 
' Sus valores son los que ya hemos obtenido, y que, para 
lás claridad, los reproductmos aquí. 



;.o 4- 2-f 



du 
áx' 


í dw , dv 
' ^ '■' \dy dz 


dv 
dy' 


1 da . dw 


dw 
dz' 


_ 1 dv du 



rpor ültimo, «, ?, v, son los cosenos de los ángulos que 
man, con los tres ejes coordenados, la normal á la super- 

ieie en el punto cuyo equilibrio estamos determinando. 

1 Es evidente, porlj demás, que cuandu en las tres ecua- 
tíones que expresan el equilibrio de diclio punto, substitu- 
yamos los valorcs de las N y las T, se convertirán en tres 
ecuaciones en derivadas parciafes deprimer orden de «, v y w 
con relación á x, y, z; lineales con respecto á dichas deriva- 
das, pero en que los coeficientes sean funciones de x, y, z 
Hemos resuelto, pues, la segunda parte del problema de 
la elastícidad para el caso del equilibrio y para los cuerpos 
isótropos. 




Para el caso general , la marcha sería la misma. 
Consideremos ahora el problema en su conjunlo. 



Dos griipos de ecuaciones resuetven el problema del equi- 
librio elástico de los cuerpos isótropos. 
El primer grupo es el siguiente; 



dy ' 



O^ M^) 



dz 



+ ¡*Ah' ipZ^ 



Estas tres ecuaciones expresan el equilibrio de un punto 
cualquíera del interior del sistema. 

Son ecuaciones en diferenciales parciates de segundo or- 
den, lineates y de coeficientcs constantes. exceptuando los 
últimos términos, que podrán ser funciones de jc, y, z. 

Será preciso integrarlas buscando valores de u, v, w, en 
función de x, y, z, que las satisfagan y que tengan al mismo 
tiempo la generalidad suftciente para satisfacer á las tres 
ecuaciones restantes, es decir, á las que expresan el equiii- 
brio de ios puntos de la superficie tímite, y que son las que 
obfuvimos hace un momento, poniendo en vez dc N y T sus 
valores. 

Resultan, pues, estas ecuaciones: 



P/=. 19+2¡i 



du \ 

dxl 

da 



dv 






t)-^] 



(2) 



dy) 






-I- 1' 

dw 



(2) 






ique son ecuaciones en derivadas parciales de u, y, w, con 
''relación á x, y, z, tle primer orden; pero los coeficientes 
P, ^. ''■■, Y. /, m, n, son funciones de x, y, z, si bien para 
los piintos de la siiperficie están enlazadas estas tres varia- 

Ibles por la ecuación de la misma, que representaremos por 
♦nrl 



S{x,y.z) = ^. 



w 



EI prohlema, por lo tanto, del equilibrio, abarcándolo en 
-toda su generalidad, consistirá en buscar valores para «, v, iv, 
en función de x, y, z, que satisfagan á las ecuaciones (1) 
y (2), problema de análisis, pero inrrensamente diffcil. 
Por eso dice M. Poincaré en su tratado de elasticidad: 
■Mais r intégration génerale de ces équalions présente 
'des difficultés insurmontabJes, ou peut seulment traiter 
uelques cas parliculiéremente simples." 
También podemos decir. y es otra manera de expresar la 
misma idea, que c! problema del equilibrio consisle en inte- 
grar las ecuaciones ( I ) obteniendo estas ecuaciones con fun- 
ciones arbitrarias tales, que al aplicar á las ecuaciones (2) 
ios valores de u, v, w. las tres ecuaciones resultantes deter- 
minen sin ambigtiedad las funciones arbilrarias que conte- 
liltan las integrales generales del sistema { 1 ). 



^Hiiian las miegrales gi 



De todas maneras, y recordando lo que ya varias veces 
hemos dicho, repeliremos, que este problema del equilibrio 
elástico, como casi todos los problemas de la Física Mate- 
mática, se descompone en tres partes. 

1." !dear las hipótesis, que es \o fundamental, lo más di- 
ficil, lo que supone genio, ó gran acierto, f> intuición supre- 
ma en el que intente resolver esta clase de cuestiones redu- 
ciéndolas á cuestiones de Mecánica. Esta parte constituye lo 
esencial en la Fisica Matemática clásica. 

2." Establccer ¡as ectiaciones aplicando los principios de 
1a Mecánica general. Y aquf puede decirse que termina la 
Física Maleniálica. 

3." Resolver, ó por mejor decir, intcgrar las ecuaciones 
anteriores, y esle ya es un problema de puro análisis. De 
inmensa dificultad casi siempre; pero ya no es un problema 
de Fisica Matemática, sino de cálcuto. 

Y esto sucede en el caso presente, Problema que se des- 
compone en dos partes. No sólo hallar la integral, sino ha- 
llar una integral con la generalidad suficiente para que pue- 
da satisfacer á todas las condiciones del problema. 

La integración de las ccuaciones en diferenciales parcia- 
les es inmensamente difícil, y aun es dificilísimo determinar 
a priori el grado de generalidad de las soluciones. 

Porque, fíjense bien mis oyentes y mis lectores: 

1." Es preciso que las íntegrales tengan suficienle gene- 
ralidad para satisfacer á los sistemas (I) y (2). Si así no 
fuese, toda la tcoria caeria por su base: el problema fisico 
no podría resolverse 6 interpretarse con arregto á las fiipó- 
tesis establecidas. No podria, en suma, reducirse á un pro- 
blema de Mecánica. 

2.° Pero si las integrales tuvieran exceso de generalidad. 
es decir, si después de satisfacer á todas las condiciones del 
problema aún contuviesen funciones ó constantes arbitrarias, 
la solución no sería perfecta y dejaría dudas en el ánimo. 

Porque supongamos que el problema fisico, según la ex- 
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leriencia, y hasta según e! sentido comíin, fuera determina- 

"do y no admitiese más que una solución única. Pues si las 

integrales generales nos dieran muchas soluciones. entre ia 

realidad fisica y el cálculo resultaria una discordancia evi- 

Ilente. La realidad física, diciendo: no hay mas que una so- 
'pción. El cálculo, demostrando que hay muchas. 
' Por eso los matemáticos se afanan en buscar armonia entre 
^ cálculo y la Física, y en delerminar para cada problema la 
blución única posibje, que es et único modo de que el cálcu- 
3 pueda ser simboto perfecto de ta realidad y de siis teyes. 
No tenemos ta presunciún de resotver este probtema; pero 
tenemos el deber de liacer que se comprenda cuát es su ca- 

tter y cuátes son sus condiciones, y por esta razón agre- 
emos á las observaciones anteriores algunas más. 
••• 

Resolver las ecuaciones diferenciales y viniendo al caso 
presente las de segundo orden en diferenciales parciaies 

^como son las (1), es problema de suma dificultad, como he- 
■os dicho varias veces. 
I Existe un teorema que tteva el selto de su inmortal autor, 

^l matemático Cauchy, y que puede verse, no s6io en las 
memorias y notas originales de este autor, sino en la ubra de 
Mr. Qoursat, siibre ecuacioncs en derivadas parciales de se- 

Iindo orden. 
Tarabién se encuentra en la obra de cálculo de Mr. Jordan 
en la gran obra de cálculo diferencial é integrat de Laurent. 
Por este teorema, y con ciertas restricciones , se obtiene 
I una región holomorfa, las integrales alrededor de cada 
punto, desarrolladas por'Ia serie de Taytor, y se determi- 
nan las condiciones de convergencia de dichas series, asi 
como las condiciones que podemos IJamar iniciates. 

Pero este teorema, que es fundamental y uno de los más 
generales que existen en et análisis moderno, no agota ta 



fm 
E 




■cuesljón, porque no comprende las integrales, que no pudifrrl 
ran desarrollarse por !a serie de Taylor. 

Más aún; dan lugar á dificultades ó paradojas. porque, 
según el método que se siga, se obtienen un número distinto 
de funciones arbilrarias. Véase, por ejemplo, Cournot, Lau- 
rent, Poisson. 



Todavia al tratar esta cuestión hay otro procedimiento: 
partir de una ecuación en términos finitos y ver qué número 
de funciones arbilrarias pueden eliminarse al pasar á las 
ecuaciones íiiferenciales de segundo orden; porque ocuire 
que, partiendo de éstas, en la integral general, deben apare- 
cer estas funciones arbitrarías y que de ellas podremos dis— 
poner para satisfacer á las demás condiciones del problema,. 
que en este caso, que estamos considerando, serán las de 
los limites. 

Pero tampoco este método, por su gran generalidad é in- 
determinación, satisface de una manera completa. 

Sin embargo, para que mis oyentes comprendan estos 
ideas, que ya conozco quc son muy vagas, vamos á concre- 
tarlas un tanto más. sin que esto sea, vuclvo á repetirio, 
pretender Ilegar á la solución de un problema hasta ei pre- 
sente inaccesible, como no sea, según dice Mr. Poincaré, en 
el texto antes citado, para casos particulares y particular- 
mente sencillos. 

Sean tres ecuaciones en términos finitos, entre tres fun- 
ciones u, v, w, tres varíables independientes x, y, z, y tres 



funciones arbitrarias a 
por ejemplo. 
Tendremos, pues, 

Fi [a,v, w,x,y, z, 
F.\ü,v, w,x,y,z 
Fü[a,v,w,x,y.z, 


3, y, de dos de las variabfes, x 

''ix,y),Hx,y),-r(x,y)] = o, 
'^(.x.y).Hx,y),rix.y)]^0, 
Hx.y).Hx.y),yix.y)]-^0,^ 



I 
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en las que las formas de /^,, F„ F^,, son perfectamente co- 
nocidas, pero son arbitrarias las tres funciones 5, p, •¡. 

Según los métodos que se enseñan en cálculo diferencial, 
vamos á ver si es posible deducir tres ecuacionss en dife- 
renciales parciales de segundo orden de u. v, w, con reiación 
á jc, y, z, en las que hayan desaparecido las tres funciones 
arbitrarias a, ?, v. En cuyo caso, las Ires ecuaciones dife- 
renciales tendrán por lo menos tanta generalidad como las 
propuestas, y comprenderán todas las que se deducen de 
cstas últimas para todas las formas arbitrarias de a, ^, y. 

Este problema fia sido explicado con toda claridad, y con 
más generalidad aún, por Mr. Jordan en su tratado de cálculo, 
y en todas las obras de esta ciencia se estudia: desde los 
comienzos del cálculo diferencial c integral, se presentó, 
como es natural, á la consideración de los matemáticos. 

Detengámonos en este punto, que es importantísimo. 

Las ecuaciones fundamentales son tres: fi=0, F.. = 0, 
Fs = 0. 

Si las dtferenciamos una vez con reJación á x, después con 
relación á y, y por último con relación á z, tendremos otras 
tres por cada ecuación f,^0, Fo^O, F^=0 y resultaráii 
nueve. 

Su forma será esta : por ejemplo , diferenciando F¡ =0 por 
relación á jc: 

dFi dFi du dFi dv dF, dw . 
dx dü dx dv dx dw dx 

' da dx '■ (/? dx dy ' dx 

' dF, 



En esta expresión entran: 

du di' üw 
1." Las derivadas ~j—. --j—. —— que podrán quedar y 

quedarán en general en las ecuaciunes diferencíales. 
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^H drj: d'fi dy 

^B 2." Las derivadas , ■'^- ^ *i^^ dependen de la 

^H forma de 7, ^ ,-f que deben ser elitninadas. para que las 
^^M ecuaciones diferenciales no conlengan las hinciones que 
^H queremos eliminar ni son derivadas. 

^H 3." Los coeficientes -^. -^^ ^^ que se- 

^M dx du da 

^^M rán de forma conocida, pues lo es Fi, y contendrán las mis- 

^^M mas cantidades que F., á saber x, y, z, u. v, w, 1, ^, v. 

^^1 Otro tanío diremos de las demás diferenciaciones con re- 

^H lación áy. i-de f,, F,, F^. 

^^m Si volvemos á diferenciarl j cada una con rela- 

^^^ ción kx.y.z tendremos una serie de derivadas segundas 
^H cuyo número será diez y ocfio. 

^^M Dichos resultados están expresados smbóUcamente en 
^^M este cuadro. 


^H mmm 


PRIMERA DERIVADA 


DERIVADA SEGUNDA 


^H 


(f)=Mf)=°'(t)- 
(^)=°'(:^)-'(^)- 


(^)-'(li-)=« 

Lo mistno para F, 
Lo mismo para Fj 


^H • 


9 


18 


^^m Número de eciiaciones = 30. ^ 


LTLj 
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Tendremos, pues, que eliminar a, - 



Resultará un total de 30 ecuaciones para eliminar a, ^, y y 

sus derívadas. 

Veamos si, en efecto, entre estas 30 ecuaciones podemos 

etiminar djchas funciones. 

La función a nos dará una derivada con relación á x, y otra 

con relación á y en la primera derivación. En la segunda, 

tres derivadas : una, dos veces con relación á x; otra, también 

bs veces, con relación á y, y otra tercera con relación á x, y. 

d^ rfa rf'a 

Ix ' dy ' dx* 

- que son seis funciones. 
pjí* dx dy 

Asimismo ? nos dará otras seis funciones. 

Y •;, otras seis. 
Que en conjunto son 18 expresiones, que pretendemos 

iliminar. 

[ Como las ecuaciones era 30, nos quedarán 30 — 18 = 12 
"ftcuaciones en que habrán desaparecido por completo las tres 
funciones i-, ^i, f y sus derivadas. Podremos tomar arbitra- 
riamente 3 de estas ecuaciones diferenciales. 

IEstas tres ecuaciones finales contendrán: 
Es decir. las fiinciones, las variables independientes y las 
derivadas de primero y segundo orden de u, v, w con rela- 
ción á X, y, z: y nada más. Nada de «, % y. 

Y comprendiendo esto, parece natural que, cuando se pre- 
senten tres ecuaciones diferenciales de esfa clase, busquemos 
integrales, que contengan por lo menos las Ires funciones 

bitrarias de x, y que son las que hemos llamado a, p, y, 
Decimos por !o menos, porque aún hubiéramos podido 



Hilim 
^^cua 



u. V, w, x,y, 



d^u 



z.±" 


ÉL 
dx' 




dvt 
dx ' 


d'v 
dx'' 




d--w 
dx' ' 






agregar olras funciones arbitrarias á las ecuaciones Fx=0, 
Fi=0, Fy=0. Por ejemplo. además de 

<^ix,y), Hx,y)< lix.y), otras tres a,(x), ^.(y), y,(z). 

Estas nos Itubieran dado nueve funciones más que eli- 
minar: 

1 V '^°' ^i^t rfTi d'g, tf^P, rf'y, 
" ' ' ' ' rfx ' dy ' dz ' dx* ' dy^ ' dz* ' 

pero como sobraban 12 ecuaciones, eliminando las nueve 
anteriores, quedarian 3. 

Asi, dadas tres ecuaciones en diferenciales parciales de se- 
gundo orden , ocurre que acaso podremos determinar a,v,w 
con6funcionesarbitranas:«(j:,>'), ^•{x,y),y{x,y), «.(j:), 
3, (;■). T- (^)- 

Y esta no es más que una dc tantas combinaciones comff 
pudieran hacerse. 

Las indicaciones que preceden son de carácter general, 
porque pudiera suceder que, para formas especiales de Fi, 
F¡, F-,, asalte la duda de si podrán eliminarse raayor núme- 
ra de funciones arbitrarias. 

si, por el contrario, habrá fambiíii casos en que ni aun 
éstas puedan eliminarse. 

Por el pronto, ni afirmamos ni negamos; decimos que todo 
esto exige un estudio niás detenido y demostraciones más 
terminantes. 

Las Ciencias matemáticas sólo pueden proceder por evi- 
d:ncia, ó al menos tal debe ser su aspiración. 

Supongamos, pues, volviendo á nuestro objeto, que se 
encontrasen las integrales de u, v. w, con las tres funciones 
arbitrarias a, p, v, y que sean. 

" = ?i I í. y. 2. «(■>;. y). Mjc.y). -rí^. y)l. 
v = «- [X, y, z, í(x, y), Hx,y). -({x, y)\ 
w -= - JJí. X -2. ' (x. y), ?(x, >), y(j:. 3')]. 



Six,y,z)^0, 



lo cual las tres ecuaciones del gmpo (2) se convertirán 
ccuaciones de la íorma siguiente: 



.)■.«.?.-, 


t/ü dcí díí íl\i 
dx' dy' dx' dy 


0, 




0, 





dy 



dyl 



1=0, 



Hemos supuestu que estas tres expresiones de u, v, y w, 

^atisfacen al grupo (1), convirtiéndolo en tres identidades. 

Pero como entran tres funciones arbitrarias ?, p, •(, liay 

* 1a esperanza de que también satisfagan al grupo (2), ó sea 

»equÍlÍbrio de los puntos de la superficie. 
Para ello sustituiremos en el grupo (2) estos valores de 
. v;w, asi como sus derivadas. Adeinás, como se trata de 
puntos que están sobre la superficie S ó sumamenle próxi- 
mos, podembs suponer que es legílimo poner en vez de z su 

^^íendo la constitución de '^'.=0, ¿^=0 análoga á la de la 
primera. 

En cuanto á la sustitución de z, deducida de la ecuación 

1=0 podríamos hacer aquí las salvedades que hicimos en 
conferencia anterior al deducir las ecuaciones del %tw- 
'(2). 
De todas maneras, hemog obtenido tres ecuaciones en de- 
radas parciales de primer orden, que podrán servirnos 
para determinar las tres funciones desconocidas a, jb, -j-. 

Y aun estas tres funciones presentarán cierta latitud que 
podrá servirnos para satisfacer alguna otra condición. 

Todo lo que hemos dicho sólo debemos considerarto como 
una orientación para resoiver el problema; pero siempre 
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quedan para un estudJo más delenido las dudas que presen- 
tábamos al principio. 

Es forzoso que ta solución &ea.posib{e, y que la solución 
sea única; y sobre esto algo diremos en los cursos próxi- 
mos al dar cnenta de los trabajos 6e M. Cosserat y otros 
matemáticos. 



Hasta aqui el problema del equilibrio. Respecto al proble- 
ma del movimiento, aunque es mucho más difícil que elpri- 
mero, podíamos. sin embargo, seguir la marcha que en éste 
seguimos. 

También el problema comprende dos grupos de ecua- 
ciones. 

Uno, que es el grupo (1), agregando las fuerzas de 
inercia. 

Otro, que es el grupo (2), en que han de sustituirse las 
;/, i', H', determinadas por 1a integración de! grupo (1 ) y que 
dependerán, no de tres variables como antes. sino de cuatro 
variables, x, y, z. t. 

Habría que discutir si son valederas para este caso las 
ecuacioncs del grupo (2), que al fin y al cabo no expresan 
más que el equiiibrio, y en este problenia del movimienlo 
que eslamos estudiando tendrian que expresar una especie 
de equilibrio móvil, puesto que u, v y w contienen /. 

j^bona esla inlerpretacióu el hecho de que, si en vez de 
establecer ei equilibrio, se establecieran las ecuaciones del 
movimiento para puntos de la superficie, las fuerzas de iner- 
cia contendrían, como las X, Y, Z, que hemos despreciado, 
e! factor 5x . oy . í;- que conlenían estas últimas, 

De todas maneras, tendremos para la superficie tres ecua- 
ciones de condición, y seria indíspensablc, como en eJ caso 
del equilibrio, que al integrar las ecuaciones del nuevo 
grupo (1), en los valores de u, v y w. entrasen funciones 



Iflrarías, por ejemplo, v{x, y, /), ¿¡(x, y, t), y{x, y, t), 
: de satisfacer al grupo (2). 

Pero aquí el problema se complica, porque no se trata tan 
sólo de satisfacer á las condiciones de las superftcies-timiie, 
sino que es precisu que para el instante inicial, es decir, 
para /=0, dichos valores de u, r y iv expresen las defor- 

taciones iniciaks, que son un dato, y las vdocidades inicia- 
f, que son otro dato tambíén. 
v-Ocurre que para esto acaso sería preciso que u, v y w 
contuvieran nuevas funciunes arbitrarias que, ú priniera i'/s- 
ta, dijérase que deben ser nueve. Mas en esta tiipótesis pro- 
Vtsional seria imposible ia eliminación de las nueve funcio- 

KS arbitrarias. 
Sin embargo, no es imposible que bastase con seis , y aun 
n tres, porque tres de ellas se determinan por medio de 
ecuaciones en diferenciales parciales y contienen, por lo 
tanto, funciones arbitrarias que podrfan suplir á las que hu- 
biéramos suprimido. 

Todas eslas son reftexiones generales y muy vagas, que, 

Í' I embargo, no nos sería dificil precisar; pero la índole y el 
rácter elemental de estas conferencias no lo consienten. 
Lo que puede haber de vago en cuanto acabamos de ex- 
poner, lo iremos precisando en una seric de ejcmplos, que 
empezaremos á explicar en la conierencia próxima y que 
completarán estas nociones gencrales sobre la teoria de la 
elasticidad, según el método de Cauchy. 




I'pimos por terminada en la última Conferencia la exposi- 
Kn iXf, la Teoría de la elasticidad, según el método de 



Exposición, como dijiraos at principio, de carácter de- 
rnental, que inas bien que el tftulo que le hemos dado, de- 
bería llevar el de: Nocioncs sobre el problema de la elastící- 
dad con arrcglo a! método de Cauchy. 

Conferencias de pura propaganda, pero que podrán ser- 
vir á mis oyenfes y á mis lectores. para estudiar sín gran- 
des dificultades las memorias originales del insigne tnate- 
mático. 

En las Conferencias precedentes hemosdeterminado, pues. 
las ecuaclones fundamentales de ia elaslicidad de los cuerpos 
y de los sistemas, ya para el caso del equilibrio, ya para el 
del movimienlo, ó en particular para el de los movimíenlos 
vibratorios. Y ambos problemas en una de dos htpótesis: 
Primera, cuando el sistema es indefinido; segunda, cuando 
está encerrado en superficies Hmites. 

Y vimos, que en la primera hipí^tesis, las ecuaciones fun- 
damenlales son tres, y que en la segunda, además de las 
tres ecuaciones diferenciales parciales para el inferior del 
cuerpo, hay otras tres para la superficie límite. 

Uno y otro problema son inmensamente dificües, y aun- 
que ambos están planteados, sólo pneden resolverse en ca- 
sos muy particulares, y aun en muchos de éstos, á fuer^a 
de ingenio 6 de esfuerzos de cálculo. 

Precisamente, en las pocas conferencias que nos quedan 
para este curso, ó mcjor dicho, para la primera parte del 
mismo, hemos de aplicar las ecuaciones generales á una 
serie de ejempios. que tomaremos principalmenle de uii 
opúsculo notabilisimo por su claridad y por su método, pu- 
blicado con el titulo de Nolions stir la tliéorie de l'elastidté, 
por E. Sarrau. 

El autor no sigue, para establecer las ecuacíones funda- 
menlales, el método de Cauchy, sino más bien el de Lamé; 
aunque para nuestro objeto esto importa poco, puesto que 
sólo se trata de la aplicación á unos cuantos eiemplos de las 
fórmulas generales, que en todos los autores son las mismas. 
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con la diferencia de ser dos coeficientes en vez de uno los 
que resultan para el caso de los cuerpos isótropos. 

Advertiremos, por último, que todos los ejemplos que he- 
mos de presentar, por lo menos en el presenle curso, á este 
caso particular de cuerpos isótropos se refieren, porque es 
el caso más sencillo y de aplicaciones más útiles. 



Dos métodos pueden seguirse en la exposición de todas 
las doctrinas Matemáticas y aun en las de la Fisica mate- 
mática. 

Primero, empezar por casos particulares, por ejemplos 
sencillos, que vienen á ser como procedimientos de explora- 
ción en un terreno desconocido, 

Luego estos ejempios se van multiplicando y se compli- 
can; las soluciones van siendo cada vez más generales, y al 
fin llega un momento en que un sabio de genio ó de gran 
poder sintético recoge todos estos maleriales, que pudiéra- 
mos Uamar liistóricos, porque constituyen la liistoria de cada 
ciencia en particular y aun de cada teoría denlro de cada 
ciencia; y por una vigorosa generalización condensa todos 
aquellos casos particulares en un método y en una teoria, 
que á todos los comprende, elevando la ciencia de la varie- 
dad á la unidad. 

Es algo así como el mítodo experimental aplicado á las 
Ciencias Matemáticas. Es como una inducción apHcada á 
ejemplos en cada uno de los que se liabrá apiicado el méto- 
do deductivo. Eslo sin perjuicio de que, constituída la teorfa 
general, se la demuestre pur el método á priori, que es cl 
propio de esta clase de Ciencias. 

Tal procedimiento, por medio de ejemplos, es aderaás 
muy siigestivo y se anticipa á dificultades con las que al 
cabo se hubiera troperado parfiendo de una teoria general 
cstablecida desde el príncipio. 




La escuela fnglesa, permítaseme este calificativo, por ca- 
rácter de raza y por instinto práclico, es niLy afícionadaal 
método que acabamos de senalar. 

Pudiéramos dar los titulos de muchas obras inglesas, en 
que éste es el sistema que se sigue, no sólo para la invesfi- 
gación, sino para la exposición. 

Lo cual no quiere decir que los insignes sabios de aquella 
nacii^n no se lancen mLchas veces directamente, sin detc- 
nerse en detalles, á las regiones más elevadas de! pensa- 
miento y á las combinaciones mafemáticas más abstractas. 



Entre los sabios fraiiceses y alemanes, hay, por el con- 
trario, marcada preferencia por las grandes unidades cienti- 
ficas, por las leorías generales y abstractas; para descender 
después, dueños, por decirlo asi, dc la clave de los proble- 
mas, á las aplicaciones , á ejemplos y á casos particulares. 

Esto de los ejemplos, ó con más propiedad de los casos 
particulares, es método fecundo, como métodode investiga- 
ción, y á él no creo que retiuncie sistemáticamente ningún 
matemático; pero forjada ya la teoria general, cabe discusión 
3obre el modo de exponerla en una obra didáctica. 

Para la mejor coniprensión de los alumnos, ¿conviene ir 
de lo general á lo particular, ó elevarse de lo particular á lo 
general ? 

LüS franceses, con la claridad de su exposición, con la 
precisión de su idioma, con su espiritu elevado de generali- 
zación, prefieren mirar las cosas desde arriba, para expre- 
sarnos de este modo. 

Y es lo cierto que sus libros son, por regla general, un 
modelo como claridad y como método. 

Sea de ello lo que fuere, ya en las conferencias anterio- 
res hemos expuesto la teoría general, según el método de 



^ 
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lauchy; y ahora, por una seríe de ejetnplos, vanios á quj- 
Irle lo que pueda tener de vaga por su propia generalidad; 
mos á aclararla y precisarla, hacténdola más práctica y 
bás sensíble. 



No lo olvidemos, las fórmulas que vamos á aplicar en 
s problemas del equilibrio , que han de ser los que pri- 
ÍHero tralemos, son las siguientes: 
Si se trafa de un sistema elástico indefinido, las ecuacio- 
s serán estas tres ; 

d'i 



dy 
dz 



(1) 



coní 
nid 



que se llaman ecuaciones indefinidas y en que f, a y [* son 
constantes cuyos valores dependen de la naturaleza del sis- 
la elástico y en cierto modo lo definen. 
X, Y, Z son los componentes de las fuerzas exteriores por 
nidad de masa. 
tf , V, w son asimismo las componentes del desplazamiento 
de un punto cualquiera y, por lo tanto, son funciones de 
X, y, z. Constituyen, por decirlo así, las incógnitas del pro- 
blema y hemos de enconlrar para estas incógnitas expresio- 
les que, substituídas en (1), convierten las tres ecuaciones 
tres identidades: = 0. 
6 tiene por valor 

(j rf" I dv dw 
dx dy dz ' 




y el símbolo i se expresa de este modo: 



-JL 
dx' 



_íi_ 

dy' 



dz'' 



Si. por el contrario, se trata de un sistema elástico limita- 
do, para su interíor habrá que apjicar las tres ecuaciones 
(1); mas para la superRcie, los valores de i:, r. w, deberán 
satisfacer á otras tres ecuaciones. 



Pl =N¡u-i- T,)+ r,v 
Pm = N,} + T,y -r r,« 
Pn =JV,Y+ T,i r- 7",? 



(2) 



que expresan el equilibrio de un punto cualquiera de la su- 
perficie; ú mejor dicho, el equilibrio de uii tetraedro suma- 
mente pequeño cuya base está en dicha superficie y en qlie 
las otras tres caras son paralelas á los planos coordenados. 

En estas ecuacÍones(2), 

P representa la fuerza que actíia en cada punto de la su- 
perficie y está referida á la unidad de área; 

a, 3, y son los cosenos de los ángulos, que dicha fuerza 
fomia con los tres ejes coordenados; y es claro que, en ge- 
neral, P, a, p, v^ serán funciones de x, y, z. 

Por úítimo, Nu N^, N^, T^, T,, 7,, se expiesan por las 
siguientes ecuacjones: 




y substituyendo estas expresiones en el grupo (2), se. 
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vertirá éste en tres eciiaciones, en diferenciales parciales de 
primer orden de i/, v, w, con relación á x, y, z. 

La solución del problema consislirá, como tantas veces 
hemos explicado, en buscar para u, v, w, tres funciones de 
X, y, z, que satisfagan á las tres ecuaciones ( 1 ) convirtién- 
dolas en identidades = 0; y que contengan el número de 
constantes arbitrarias ó de funciones arbitrarias en x, y, que 
satisfagan al grupo (2): de suerte que , substiluídas estas ex- 
presiones de a, v, w, en este úllinio grupo, lo conviertan, 
como al grupo (1), en ofras tres identidades 0^0. 

Abreviadamente se trata de buscar valores de «, v, h', que 
satisfagan á las seis ecuaciones (1) y (2). 

Claro es que para este últiniogrupo siempre se podrá eli- 
minar z. porque ésta se deduce de la ecuaciún de la superfi- 

rliniite, 
S (>:,>., 2) = 0, 



en función de ias otras dos variablcs yi,y. 

Para el caso del movimiento, podriamos repelir lo que 
precede con aígunas modificaciones, agregando á las tres 
ecuaciones del grupo (1) las componentes de las fuerzas de 
inercia. 

tY atiora vamos, según dijimos a! principio, á presentar 
a serie de ejemplos, que esclarezcan la leoria general. 

Primer EJEmplo. Comptesión normaly uniforme. 

Sea un sistema elástico sometido en toda su superficie á 
una presión normal y uniforme P. 

Suponemos, por lo tanlo, que el sistema eslimitado;ade- 
más, que las fuerzas exteriores que actúan sobre el interior 
no existen, de suerle que liasta del peso del sistema pres- 
cindimos; y, por ültimo, que la fuerza sobre la superficie es 
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itna compresión P uniforine, es decir, la misma por unidail 
de área. Cambiando el signo, claro es que podría ser una 
tracción. 

Las tres ecuaciones generales del grupo (!) se simplican; 
porque como suponemos, que las fuerzas sobre el interior 
son nulas, para cada punto inferior del cuerpo fendremos: 

X^O, Y=0, Z=0; 



con lo cual las ecuaciones del grupo (I) se reducirán á las 
siguientes: 

dy ' 



az 



Debemos integrar esfas fres ecuaciones, ó si no satieinos 
infegrarjas en general, debemos buscar soluciones particula- 
res que fengan generalidad suficiente para safisfacer al gru- 
po (2). 

Ahora bien, como en este grupo (2) no entran más que 
consfantes porque la fuerza sobre la superficie lo es, ocurre 
que acaso basfará, que en esfas infegrales particulares no en- 
fren más que constantes arbitrarias. 

Por ofra parte, se ve desde luego, que si la u, v, w no con- 
tuviesen más que funciones lineales de x, y, z, al diferen- 
ciarlas dos veces, las derivadas segundas serían cero, y 
como en las ecuaciones (l') no entran más que derivadas 
segundas en fodos los términos, dichas ecuaciones se anu- 
larían. 

Esfo induce á suponer para u, v, w, eslos fres valores: 



= ay. 



en que a es una constante arbitraria. 

Las expresiones anteriores son el resultado de una hipó- 
tesis, de una Íntuici6n pudiéramos. decir, y hay que ensayar 
si dichos valores de u, v, w saiisfacen en efecto á los gru- 
pos(l')y(2). 

Se trata, como decimos, de un ensayo, que si sale bien, ten- 
drá fuerza de demostración ; y si sale mal, nos obligará á 
cambiar la forma de u, v, w. 

Pongamos á prueba, pues, los valores expresados. 

Las ecuaciones (l') desarrolladas, es decir, substifuyendo 
en ellas por íi y iu, iv, iiv, sus valores darán: 



d( — 4^ — J^^ —\ 



dy- dz' 



")- 



<>- + rt 



V dx áy dz y 

dy 

/ áu , (tv_ , dw ' 
\dx ' dy dz , 

dY 



^ , , \"-* "j- "^/1 í d''v d^v d''-v \ ^ 



, dx- dy- 



dy' dz' ) 



6 bien, no escribiendo más que la primera, porque lo que de 
ésta vamos á decir, pudiéramos repetirlo para las otras: 



f'- + 



m 



d'V d'w 

dx dy dx dz 
( d^u , rf-u , d'u \ 



\dx' 



df 



dz^ 



Pero de los valores supuestos, u = ax, v = ay, w = 
se deduce diferenciando. 
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dx' 



d-u _ |, d-u 
dy- ' dz' 

dxdz 



dxdy 



luego esta primera ecuacióii queda satisfecha y se reduce á 
la identidad -- 0. 

Los mismos resultados se obtienen para las dos ecuacio- 
nes restantes. 

Dc donde se deduce que los valores expresados de o, v, w 
satisfacen á las ecuaciones (l'). 

Veamos ahora s¡ pueden satlsfacer á las ecuaciones (2) 
merced á la indeterminación de la constante arbitraria a. 

Las ecuaciones (2), recordando que la fuerza P es nor- 
mal á la superficie y liacia el inlerior, y que por lo tanto los 
cosenos /, m,n de los ángulos que forma con los Ires ejes 
son iguales numéricamente y de signo contrario á a, f>, -j-; es 
decir, que l = — z, m — — 'i, n = — ■!■ se reducen á 

— p-j. = ^;,Y + 7.a+ T",?: 



y sólo nos resta determinar los valores de \a N, T y substi- 
tuirlos en las ecuaciones anteriores. 

Para ello, de los tres valores u — ax, v ^ ay, w = az, 
deduciremos las derivadas que entran cn las N y T, que 
serán las siguientes: 



-f- 



du dv 

dx dy 

du __ . _dv_ 

dx ' dy 



dw 



- 317 — 



dw ^ dv ^ du ^ dw ^ 
= 0; —— = 0; —— = 0; — — = 0; 



dy dz dz dx 



"»' =0; -^ = 0; 



dx dy 



De modo que, 



N^ = 3la + 2[Aa = (3) + 2]í)a, 
N2==(3X + 2;jL)a, 
N8 = (3X + 2[x)a, 
7-1 = 0; r, = 0; 78 = 0; 

y las ecuaciones (2) se reducen á 

— Pa = (3X + 2[x aa, 
_pp = (3X + 2pL)aí5, 
— pX = (3X + 2|jL)av. 

Es decir, á una sola 

-P = (3X + 2u)a. 

Luego basta dar á la constante arbitraría a el valor dedu- 

ddo de esta ecuación, para que ella, ó mejor dicho, las tres 

del grupo (2), queden satisfechas. 

Tendremos, pues, 

— P 



a = 



3X + 2a 



Así, pues, las componentes de los desplazamientos serán 
iguales, para cualquier punto de coordenadas x, y, z, á los 
valores determinados por las siguientes ecuaciones: 

P P 

£/ = x; v= ; y; 

3X r2{x 3X + 2{x ^ 

P 

w = z. 

3i + 2a 



El problema queda completamente resuelto, toda vez que 
las expresiones anteriores satisfacen á los griipos (1 ) y (2), 
es decir, a1 equilibrio del ínterior del cuerpo y al equilibrio 
de la superficie. 

Respecto á los esfuerzos interiores, ya los liemos determi- 
nado; para cualquier punfo son 

Af, = JV, = AT^ - (3/. + 2iJ.)íi,- T,^n=T,¡ = 0; 
P 



y poniendo a por su valor - 



3'- r2a 



Nt = N, -A/«=(3>, + 2[x) 



3). + 2a 



En el interior no existen más que presiones iguales á la de 
la superficie y fuerzas de resbalamiento nulas; no hay resba- 
lamiento. 

Y esto dicen cast todos los autores al resolver el probiema 
elemental qiie acabamos de exponer, y no dicen más. 

Pero es conveniente que los principiantes se fijen en una 
porción de puntos, que con ser el problema tan sencjllo, tan 
elemental, son dignos de consideración sin embargo, para 
los quc por primera vez estudian esta materia. 



Obsermciones sobre el problema precedenle. — 1 .' Recorda- 
rán los que han seguido estas conferencias, que en una de 
ellas dijimos, que para el equilibrio de un sistema elástico 
no podian escogerse arbitrariamente las fuerzas exteriores 
X, Y,Z ni las fuerzas P, si existian estas últimas. 

Suponiendo que se Ilegara al equilibrio eláslico, el cuer- 
po podria considerarse como un cuerpo sólido; pero cuando 
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sobre un cuerpo sólido actúan varias fuerzas, para que exista 
equilibrio, es preciso que se verifiquen seis ecuaciones dc 
condición, á saber: que las tres componentes paralelas á los 
ejes sean iguales á cero, y que los tres pares correspondien- 
tes á los tres planos coordenados sean iguales á cero tam- 
bién. 
Esto es lo que sucede en el ejemplo que acabamos de 




Flgura 43. 

presentar. La cuestión es tan elemental, que nos contentare- 
mos con una ligera indicación. 

Imaginemos dividido el cuerpo en filetes sumamente es- 
trechos, paralelos, por ejemplo, al eje de las x. Su sección 
puede ser cualquiera, y admitiremos que es triangular. 

Sea el filete F (fíg. 43). 

Y supongamos, que corta á la superficie del cuerpo según 
dos triángulos, que serán próximamente rectilíneos, A B C, 
y i4' fi' C', de modo que ambos pertenecerán á la superficie 
del cuerpo. 

Representaremos por P = P' las presiones por unidad de 
superficie sobre ambos triángulos, y llamando ü> y co' á sus 
áreas, tendremos, puesto que P = P\ 

presión sobre A B C = Pw, 
presión sobre A'B' C = Pw'. 



S¡ cortaraos el prisma por dos secciones rectas, Abc y 
A' b' c', que serán evidentemente iguales, la componente pa- 
ralela á las aristas del prisma Ó sea al eje de las x, que Ila- 
maremos Px, tendrá por valor, 

P<o.cos(APx); 

y la de P' será asimlsmo 

Pw.C0S(P',P',). 

Ahora bien, como el ángulo de P y P, es el mismo que 
el de las caras ABC, Abc, toda vez que P es normal á 
ABC,y Pjc, normal iAbc, resultará que 

w.cos(P,Px) 

será el área de Abc, proyección de ABC sobre el plano 
normal al prisma, y Uamándola Q, tendremos 

P^ = P^ cos (P, P^) = PQ. 

Del mismo modo 

P\ = P<^'cosPP\ = Pü. 



Luego las dos componentes paralelas á las aristas del 
prisma son iguales y contrarias; ni dan una resultante, ni dan 
un par resultante. 

Lo mismo podemos decir de todos los filetes paralelos al 
eje de las x y aun de todos los filetes en que dividamos el 
cuerpo paralelamente á los otros dos ejes. 



2.' Como las coinponentes de los desplazamientos son 
^e esta forma: 

i¡ = ax, V = ay, w = az; 

6 de otro modo, como todas las coordenadas de todos los 
puntos del cuerpo varían en la misma proporción, determi- 
nada por la constante a, claro es que el sistema deformado 
consfituírá un sistema de puntos semejante al primitivo, en 
que el origen será el centro de semejanza, puesto que para 

^j:=0, y^O, 2 = 0resulta u = 0, i' =0, iv^O. 

En efecto, tracemos desde dicho origen una recta cual- 

Kquiera r, á un punto det sistema: su longitud será 



r = Vx» + >* + r^ 

tntes de la deformación, y después de ésta, las tres coorde- 
ladas X, y, z, se habrán convertido en 

\- u^x + ax = x(\ +a); y -{- v = y (l -j- a); 
z + w = 2il +a). 

El punto deformado confinuará en la recta r. porque 

X -\- u _ y + V _ z + w 



y 



l -r a. 



■y la nueva longitud tendrá por valor 



= (1 +0) \/x^ t y» + 2' = (1 + a)r: 

i modo que todas las rectas r conservarán la misma direc- 
eión y variarán acortándose, puesto que a es negativa, en la 
elación de 1 + a á I . 



— p 

Esto supone, como hemos dicho, que a = — — - — - 
3- + 2[í 
negativa; es decir, que 3A + 2[i es positiva. 



Al que por primera vez estudia estas materias, es muy 
posible que le asalte iina duda. 

Como en los valores de «, r, w, para i:=0, y = 0, z = 0, 
las componentes de los desplazamientos se reducen también 
á cero, resulta que el origen de coordenadas queda fijo. 

Pero ninguna condiciíin previa determina cuál deba ser en 
el cuerpo eí origen de coordenadas. 

Cualquier punto puede tomarse como origen; luego cual- 
quier punfo del cuerpo puede tener un desplazamiento nulo; 
resultado verdaderamente extrarto, porque de aquf resultan 
infinitas soluciones para el problema analitico y una gran 
indeterminaciún para el problema fisico. 

La objeción, por sencilla que sea, se enlaza con otro pro- 
blema de la elasticidad de verdadera imnortancla. 

Y de todas maneras, la solución propuesta se ve que no 
es úníca. 

Pero esto se ve direclamente, porque si á los tres valores 
de II, V, y if, se les agregan tres constantes A,, A,, h„, los 
nuevos valores 



u = h, + ax; 



- ay; w = h^-\- az. 



se observa desde luego que satisfacen á las seis ecuacto- 
nes (1) y (2), puesto que en las diferenciaciones desapare- 
cen las tres constantes A. 

Mas esto se explica; porque al cuerpo, después de las 
deformaciones, es lícito considerarlo como un cuerpo sólído, 
al cual se le puede comunicar un movimiento de traslacíón. 



que supondremos infinitamente pequeño, y cuyas tres com- 
ponentes sean h¡, h^, h^. 

De donde resulta que los desplazamientos totales se com- 
pondrán de los desplazamientos elásticos representados por 
ax, ay, az, y de los del movimiento de traslación. 

Ahora bien, en el movimiento de traslación se puede ha- 
cer que cualquier punto vuelva á la posición que tenía al 
principio, con lo cual podrá servir de origen para expresar 
lus valores ax, ay, az. 

Realmente, los desplazamientos elásticos, ó sean sus com- 
ponentes, serán ax. ay, az; y h^, h.¡, h^, no indicarán más 
que un moviniiento del cuerpo ya deformado é ínvariable: no 
son verdaderos desplazamientos elásticos. 

Por lo demás, siempre la forma del cuerpo deformadt) 
será la misma, es decir, semejante al primitivo en la relaci6n 



— la única diferencia entre unas y otrassoluciones será 

que ocupará el sistema posiciones distintas en el espacto. 

En realidad, estos nuevos movimtentos son arbitrarios y 
y artificiosos, y no cntran en los datos del problema; si de 
ellos se prescinde, el punto fijo será único y determinado; á 
sa t)er, el centro de gravedad. 

f 

^V Pero hay más: al cuerpo ya deformado, y por lo tanto, 
convertido en un sólido invariable, un sólido de la Geome- 
trfa pura, no sólo se le puede comunicar un movimiento de 
traslación, sino dos movimientos combinados, como se sabe 
por Cinemática, á saber: un movimiento de trasiación, arbi- 
trario, aunque suponemos, que sea infinttamenle pequeño, 
cuyas componentes hemos representado por h^, h¡, b^; y 
también un movimiento de rotaciónalrededorde un eje cual- 
quiera, que será, como se sabe, la componente de tres rota- 
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ciones alrededor de los tres ejes, rotaciones que representa- 
remos por w,, uiy, Wi. 

En Cinemática se demueslra, y la demostración es elemen- 
tal, que las componentes de la rotación total proyectadas s&- 
bre los ejes tienen por valores 



'zX — 'I 



Pues eslas canlidades pueden agregarse á su vez para 
obtener un desplazamiento general; de suerte que los tres 
desplazamientos podrán ser; 

ü = A, + ajc + "y? — "^í y; 
V = ftj -|- ay -j- tüjX — ui^z; 

*= A, -i- az + u'^y — w,jr. 

Tales expresiones satisfacen evidentemente al grupo ( 1 ), 
porque todas las derivadas segundas de u, v, if se reducen 
á cero. 

Vamos á ver que también satisfacen al grupo (2). 

Empecemos por calcular las N y las T; para ello díferen- 
ciaremos a, v y w con reiación á x, y, z, y tendremos: 



du 



dv 
dy 



du 
dy 
dv 
dz 



du dv dw 

dx dy dz 



dz 
dw 
~dy' 



dw 



dx 
dw 
dx 
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y substítuyendo estos valores en las N y las T, resultará : 

Ni = X6 + 2[A — = 3Xa + 2[Aa = (3X + 2\x)a: 

dx 

dv 
N, = XO + 2iJL = 3\a + 2^a = (3X + 2[x)a; 

dz 

TVs + xe + 2¡A -^ = 3Xa + 2[jLfl == (3X + 2i*)a; 

dz 



que substituyendo en el grupo (2) convierte todas sus ecua- 
ciones en identidades, si se da á a el valor, que antes hemos 
determinado. 

Resulta, pues, que tres traslaciones y tres rotaciones infi- 
nitamente pequeñas, considerando al cuerpo eiástico des- 
pués de las deformaciones elásticas como un cuerpo sólído. 
satisfacen á las seis ecuaciones del equilibrio. 

Por lo tanto, ios valores a, v, iv, 

í/ = Ai + ax + iúyZ — iú^y; 
V = ^2 + ay + togx - iú^z; 
iv = Ag + az + iijjfy — lúyX, 

que son más generales que los primitivos 

u = ax, V = ax, w = ax, 
que eran 



, í ri ■ 



3X + 2ji 



3X + 2í. 



satisfacen á las ecuaciones de la elaslicidad ( 1 ) y (2)- 

Mas en rigor, sólo estos valores primilivos representan 
deformaciones elásticas; los restantes significan cambio de 
posición. pero no cambio en la estructura del sistema, como 
indicamos antes. 

Igual generalización puede aplicarse á todos los problemas 
del equilibrio, y de este modo, los valores de a, v, w for- 
man una serie de grupos que se dícen equivalentes. 

3." Otra observación más que tiene también mucha im- 
portancia: 

Hemos encontrado una solución para el cálculo de las de- 
formaciones ó desplazamientos elásticos: 



^ ax; V = 



ay; w = az, 



Y prescindiendo de los desplazamientos, que correspondan 
á movimientos totales de Iraslación ó rotación, se presenta 
en este ejemplo, que estamos Iratando, como se presentaria 
en otro cualquiera, el siguiente problema que henios enun- 
ciado muchas veces: la solución de eslos problemas del equi- 
librio elástico, ¿es única para cada caso, ó puede haber mu- 
chas soluciones? 

En el problema físico, parece que el instinto de la realidad 
y la fijeza, 6 unidad por decirlo asi, de las leyes naturales, 
nos dicen que la solución es única; pero la solución analíti- 
ca, ¿lo será también? ¿Irán de acuerdo perfectoel probleraa 
físico y el cálculo mateinático? 

Esto no parece evidente, y bueno sería demostrar por el 
análisis, que la soluciím es única, es decir, la que hemos en- 
contrado. 



^ 
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Séannos, pues, permitidas, sobre este objeto, las siguien- 
tes observaciones que nos ocurren: 

Supongamos, que en el ejemplo que estamos tratando, se 
han encontrado dos soluciones para las deformaciones elás- 
ticas: 

y 

liu ^U ^l^ 

y representemos sus diferencias por í/, V, W. 
De modo que 

a^— ü = U; v^ — V ^ V; w^ — ^ = W^- 

Puesto que u,v,w son una solución del problema, satis- 
farán á las ecuaciones del grupo (1) que escribiremos en 
forma desarrollada: 

^ "^ l dydx dy^ dydz ) 

( d^v , </«v , d^v\ _ 
' \dx^ dy* dz^ ) 



+ 



^ '^^ \ dzdx dydz dz^ ) 

íd^w , d^w , d*w\ 
+ I* I 1 = 0. 

^ \dx> • dy^ dz^ ) 



Pero como Ui, v,, u'i, son también soluciones del proble- 
ma, también satisfarán á ias mismas ecuaciones, y tendremos: 



áyf iyáx íttx) 



(i + „) /_Í?L + -íi_ + í;>6.'\+ 

+ ./Í!l + ^ + .íl!l\_o. 



Resfando del gnipo anteiior éste, ecuadón por ecoacián, 
y no escilbtendo máa que la primera para abnvlar la escritu- 
ra, resultará: 






i?'(Vi- 



dxdy 
■ij — ü) 



>) I '''(»'1 — 

dxdz 

. <l'{u,- 



^Y 



dy 



^) = 



, I <''U 



d'U d'V d'W 
dx' dxdy dxdz 



d'U d'U 
dy> dz> 
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Estas ecuaciones demuestran que í/, V, W, son una solu- 
ción del grupo (1) como era natural, en virtud del principio 
de la superposición de efectos. Si í/, v, w; í/i, Vi, Wi, son 
dos solociones, su suma ó diferencia lo será también. 

Una cosa anáioga podemos decir para las ecuaciones rela- 
tivas á los límites. 

Supongamos que los valores dt Ty N para !a solución 
u, V, w sean, según las fórmulas generales, 

dx \ dx dy dz j dx 



/ dw dv\ 



y para las soluciones u^, v^, w^, 

dui , dvi , dwi \ ^ du^ 



A^'. = x(-^ + -^ + -^)+2, 
\ dx dy dz ) 



dx' 



=K 



dw^ dVi 



rt = i*H^-f 



dy dz 



Restando las segundas de las primeras, y haciendo 
N\-N, = n,;N\-^N,=n,;N',-N,=n, T\--T,=t„ 

' 2 '■2~*2> ' 8 ' Z^*3f 

tendremos 

n, = l( ^ (^1-^) 4. ^(^i - ^) ^ d{w,~-w)\ ^ 
^ \ dx dy dz ) 

dx \ dy dz J 
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6 bien 



, (dW,dV\ 

/<fí/ , í/H^\ r(2") 

dy dz ) ^ dz' 



\ dx 



, (dV,dU\ 



/ 



Por último, aplicando las dos soluciones u,v,w,y u^, v^ w^ 
á las condiciones de los limites, tendremos también estos dos 
grupos de ecuaciones: 



_Pa=N>+r3P ! r,v, 



y restando unas de otras, 



= «1« + /sP + /,r. 
= /i,p + /lY + íga. 



(3") 
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Los tres grupos (1") (2") y (3") expresan el equilibrio 
en el interior del cuerpo y en la superficie, cuando no existen 
fuerzas exteriores, puesto que en el grupo{l") no entran 
X, Y, Z; cuando no existen tampoco fuerzas en la superfi- 
cie, toda vez que en el grupo (3") y en el primer miembro no 
entra ninguna coniponente, todos los primeros miembros 
son cero. 

Por lo demás, el grupo (2") expresa los esfuerzos n y t 
en un punto cualquiera del interior del cuerpo. 

Si en estas condiciones, es decir, no existiendo fuerzas 
exteriores, y no existiendo fuerza sobre la superficie, hubié- 
ramos querido calcular las componeiites de los desplaza- 
inientos, éstas serian las ecuaciones que hubiéranios escrito, 
y U, V, W, hubieran expresado las componentes de dichos 
desplazamientos. 

Pero en las condiciones expresadas, !os desplazamientos 
serian nulos, puesto que no actúan fuerzas sobre el sistema; 
luego 

U = Q, V = 0, W=0. 
es decir, 



= V,, 



= '*'i; 



de modo que la solución primitiva es única. 

O cuando más, diferirá una deotra por los desplazamien- 
tos que corresponden, según antes explicábamos, á Irasla- 
ciones y rotaciones del sistema como cuerpo sólido. 

Y sin embargo, este razonamiento no convence por com- 
pleto. Podrá convencer para la cuestión mecánica, pero no 
para la cuestión analítica, porque el problema se vuelve á 
plantear aqui como se planteaba al principio. 

U^O, V=0, W=0, podrán ser una solución; pero 
¿no existirán otras soluciones analiticas que satisfagan álos 
grupos(l")y(3")? 

Es el problema primitivo bajo otra forma, y el problema 
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analitico no queda resiielto. ni el teorema queda demostrado. 

Demos un paso niás. 

Supongamos que se ha partido al aplicar las fuerzas 

X, Y, Z P no del equitibrio inicial de Mr. Poincaré, 

sino del estado natural de Lamé y otros autores. 

Recordemos cómo definen éstos el estado natural: 

Mr. Sarraú dice terminantemente: ■■ llamamos es/arfo Oír/u- 
ra¡ de un sistema material, aquel en que no existe ningana 
tensión». El término tensión parece que aqui es genérico; sc 
aplica lo mismo á compresÍLin. qiie a tracción. que á íuerzas 
de resbalamiento. 

Dice asimismo Mr. Appell en su tratado de Mecánica ra- 
cional; ■Cauchy y Poisson han tratado este problema de ta 
elusticidad adoptando la hipótesis de las fuerzas ceiitrales, 
es decir, admitiendo que dos puntos materiales cualesquiera 
del medio elástico se atraen ó se rechazan, según una cierta 
función de sus dislancias.» 

Esta misma hipótesis ha sido adoptada por Lamé, que ad- 
mite, además, que la acción mutua de dos puntos cuales- 
quiera es nula en el estado iiatural, y que tales puntos se 
atraen ó se rechazan segiin que su distancia es superior ó 
inferior á la que corresponde á dicho estado natural. 

Y continúa diciendo Mr. Appell: "Esta hipútesis de Lamé 
es mucho más restrictíva, que Ja que nosotros hacemos aquí, 
admitiendo que los esfuerzos interiores son nulos en el esta- 
do natural; puesto que nosotrossuponemos únicamente, que 
las fuerzas interiores que obran sobre un punto material del 
sistema tienen una resullante nula en el estado natural , y no 
que ellas son nulas separadamenle, como supone Lamé». 

Prescindiendo de algunas refiexiones, que nos sugieren los 
párrafos que acabamos de traducir literalmente, se ve desde 
luego que aplicando á las ecuaciones ( I "), (2"), (3") al esta- 
do natural, las n y t, podrá suponerse que son nulas, y ten- 
dremos las ecuaciones siguientes para delerminar U, V, W: 
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-( 



U-^4-4'^4-^ 



dx 



dy 



dz 



= t*( 



dW , dV 



dy 



)+2tx 

) 



dU 
dx 



= 



( 



dx dv dz / 



= ix( 



dy dz 
dU dW 



dy' 



dz 



dx 



) 



ift) 



o^xí^ + -^ + 



dx 



'"^+2, 



0~fi 



dy dz I 



dV dU 



dW 
dz' 



dx 



dy 



) 



Las tres primeras pueden ponerse bajo esta forma 



(k + 2^) 



dU 
dx 



+ >^ 



X-^+(X + 2ix) 



dx 
dU 
dx 



dV 
dy 
dV 
dy 



+ ^ 



dV 
dy 



+ (X + 2ix) 



1 


X 


dW 


t 


dz 


+ 


X 


dW 


dz 


9, 


.\ 


dW 



dz 



0, 



= 0, 



= 0. 



Son tres ecuaciones de primer grado, suponiendo que las 

incógnitas sean 

dU dV dW 

dx ' dy ' dz ' 

y sin segundo término. 

De suerte que á menos de no tener las constantes X y {j. 
valores tales, que la determinante de los coefícientes sea 
nula, deduciremos de ellas. 



dU 



dx 



dV dW 

= 0, -í^ = 0, -^^ = 0. 



dy 



dz 



r ^ 



Lo cual nos demuestra que U sólo contiene las variables 
y, z, toda vez que la derivada con relación á x es cero; que 
Vsólo contiene á las variablesx, z, y qiie M^nopuedecon- 
tener más que las variables x, y. 

Además, diferenciando por relación á jc !a segunda ecua- 
ción del grupo (a), después de suprimir ¡i; por retación á y 
la cuarta, y por relación á z\n íiltima, tendremos: 




De estas ecuaciones se deduce inmediatamente, porque 
son ecuaciones de primer grado con las incógnitas. 







d'U 
dyiiz 


d'V 
dxdz 


d'W 
dxdy 




quc 


debetenerse: 












d'U 
ázdy 


- 0; 


d'V 
dxdz 


- 0; - 


d'W 
dxdz 



Integrantio la primera con relación áy, 

dU ^ ^ 
dz 

en que C no podrá contener ta variable y, que es la de la in- 
tegración, sino la x' y la z; pero como tampoco puede con- 
tener !a variable x, porque no la contiene U, sólo podrá ser 
unafunción de z. Llamártdola ■f'j(i), resulla: 
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dU 



dz 



= ?l'(4 



Integrando otra vez con relación á z, tendremos: 
í/=/?i'(^)rf^ + Ci = 'fi(2:) + Ci. 

Ci no puede contener más que la x y la 3; , porque la z es 
la variable de la integración; y como tampoco puede conte- 
ner x porque no la contiene f/, sólo podrá ser una función 
de y, que la representaremos por fi(y). Así, pues. 



lo cual era casi evidente á priori. 

Repitiendo esto mismo para y obten- 

dxdz dxdy 

demos 

U =/i(y) + ?i(^), 

V =Mz) + <.,ixl ib) 

W = Mx) + ?8(y). 

Substituyendo estos valores en las ecuaciones segunda, 
cuarta y últíma de (a), tendremos: 

Ys(y)+f2{z) = 6 ^\{y) = -f\(zl 

?'i(^)+/'8(x) = ó o\{z) r,(xX 

?'2(x)+A(y) = 6 ^\(x) = -f\(y). 

Pero las tres últimas ecuaciones no pueden subsistír si 
entran las variables x,y, z, porque como son variables in- 
dependientes, no pueden estar ligadas por ninguna ecuación. 



No hay manera de satisfacerlas, sino reduciéndose ambos 
miembros á una constante. 

Representando estas constantes por w^, Wy, u, para quc 
las notaciones resulten conformes con las que antes hemos 
adoptado, resulta: 

a's^y) = Wjé integrando Sgí;') = w^y — conslante. 

— f'ii^) = •"!. ^^ cIonde/,(z) = — i^^z -\- constante. 

f i (?) = tüyZ + constante ; 

AW = — *''y^ + constante; 

c,(x) = WjX + constante; 
fi(y) = — C3,y + constante. 

Poniendo estos valores en los de U, V, W. y llamando 
í/o, Vq, IVo á lasconstantes definitivas, 

U ^ioyz -i-^y^ f/„, 
V = <i-, X - ...^ -L Vo. 
W =t^^y -toyx-'r W^. 

La demostraciún que precede está tomada de la obra de 
Mr. Poincaré sobre la elasticidad; pero el ilustre autor sólo 
emplea 1a demostración á que nos referimos con el objeto de 
hacer ver que, si las dilataciones y los deslizamientos son 
nulos, el cuerpo se moverá á la manera de un sólido inva- 
riable. 

Nuestro objeto, en cierto raodo, es distintu, como ya he- 
mos indicado al comtenzo; nos proponíamos probar, que si 
en un cucrpo elástico en estado natural losesfuerzos interio- 
res, es decir, las Ty N son iguales á cero, las componentes 
de los desplazamientos sólo pueden ser las que resultan por 
los movimientos de traslación y de rotación del cuerpo, 
como si fuera un sólido invariable. 



Pero recordemos que i/. V y W representan las diferen- 
cías a, — u, i'i - V, w, — iv; y resulta que, si no son igua- 
les ambas soluciones, u,, Vi, u-i; u, v y w, sólo podrán di- 
ferir por un movimiento total de traslación y rotación. 

Que es como si dijéramos, que la solución relaiiva á des- 
plazamientos elasticos es única, al menos en este ejemplo 
que estamos considerando. 

Por lo demás, es evidente, que el mismo método de de- 
mostración podriamos emplear, y al mismo resultado de una 
soluci6n única llegariamos en el caso general, dado que 
existiesen X, Y, Z..... y P. 

Parece, pues, resultar que en el equilibrio elástico es única 
)a solucjón. 



Pero este resuilado, ¿es tan general y tan exacto como 
hemos indicado provisiünalmente? 

La pregunta da lugar á varías observaciones, 

En primer lugar, las condiciones iniciales á que esté sujefo 
cl sistema, pueden ser distintas de las indicadas; por ejem- 
plo, puede haber puntos fijos ó empotramientos, y estos ca- 
sos exigirian nuevas demostraciones. 

Pero además, y esto es aún más importante, hemos par- 
tido de una hipótesis, admitida bajo la autoridad de autores 
respetables, pero que despierta algunas dudas, y sobre todo, 
que no es condición analitica: es condición mecánica. 

Hemos dícho: existe, al menos teóricamente. para todo 
cuerpo elástico un estado natural en el cual las /V y T son 
cero. 

Y prescindimos de otras hipótesis como la de Lamé, que 
cs muy discutible, pero respecto á la cual nada diremos. 

Sin embargo, aun la que hemos admitido, no es evidente: 
exige una demostración de su posibilidad. 

Es decir, consideramos, que es necesario demostrar, que en 



un ststetna isótropo (que es el caso de que se trata), puede 
darse á las masas una distribución georaétrica tal, que las N 
y 7" sean iguales á cero. 

Pudiéramos intentar esta demostración, que habrla de ser 
puramenle analitica ó geoméfrica, y en que no habria más 
que una incógnica, á saber: distancia media entre cada dos 
puntos contiguos. Pero aunque la demostración pudiera in- 
tentarse estudtando las expresiones, 

"ilmm' f{r)dz, ilmm'f(r)dy, 'Hmm' f{r)dz, 

aun asi ocurnrfa otra duda, y es que la ecuación de donde 
lia de deducirse esta distancia media, no puede afirmarse 
que no tenga diversas soluciones, dado que tenga una. 

Con lo cual, la demostración que antes dimos caia por su 
base, porque se fundaba en que el estado natural era único. 

Ya comprendo que todo esto es muy vago; mas por e! 
motivo expuesto y por el carácter de estas conferencias, no 
puedo entrar en otros pormenores, 

En la próxima continuaremos presentando ejemplos muy 
sencillos para la aplicación concreta de las fórmulas gene- 
rales. 



Conferencla duodéoima, 

Señores; 

Continuaremos en esta conferencia presentando ejemplos 
sobre el equilibrio elástico. 

Seoundo ejemplo. Extensión longHudinal de un prisma. 

Consideremos un sólido prismático, cuyas aristas sean pa- 
ralelas al eje de las z, sometido á un esfuerzo de tracción F 




' unidad de superficie y actuando sobre cada una de las 
bases. 

Sobre !a superficie lateral del prisma no actúa fuerza al- 
guna. 

El método que hemos de seguir es el mismo que hemos 
seguido en el ejemplo anterior, que es, en suma, el método 
general expuesto en la última conferencía. 

Tendremos que buscar para u, r, ti' tres funciones de 
X, y, z, que satisfagan á las tres ecuaciones en diferenciales 
parciales de segundo orden: 



L 



dü 



dy 



(1) 



que expresan el equilibrio de cualquier punto interior del 
cuerpo. 

Pero estas soluciones han de tener bastante generalidad, 
ya por contener funciones arbitrarias, ya constantes arbítra- 
rías, para satísfacer también á las tres ecuaciones, 



I 



P,-N,M-T,y+T,uA 

P. - N,-¡ + 7",« + r, ?, ) 



(2) 



que expresan el equilibrio en un punto de la superficie, y en 
las que P„ Py, P,, son las componentes de la fuerzaPque 
^actüa en dicho punto; 

, p, ■¡■. los cosenos de los ángulos que forman la normal 
atterior á la superficie con los ejes coordenados; 




y las A^ y las 7" tienen la significación que ya sabemos, y 



sus valores son: 



ÍV, — ».6 + 2.- 



N, = ).S + 2¡ 



dy 
dw 

dz ' 



• = / dw dv \ 

'~"[ dy ^ dz r 

'~-\ dz dx }' 

I dv . du \ 



(3) 



En rigor, debiéramos substituirestos valoresde N y Ten 
e! grupo (2), el cual se convertiria en ecuaciones en dife- 
renciales parciales de primer orden, al que deben satis^cer 
las integrales íí, v, u', del grupo (1 ), 

Pero en la mayor parte de los ejemplos que hemos de 
presentar, es más cómodo substiluir en el grupo (3) los va- 
lores u, V, w, que representan las inlegrales del grupo (I), y 
los valores obtenidos para las A'^ y T substituirlos en el gru- 
po (2), que deberán reducirse á Ires identidades. 

Dos observaciones tiaremos antes de empezar la soluciún 
del problema. 

Es la primera. que en el interior del cuerpo no actúa nin- 
guna fuerza externa, ni siquiera la gravedad, de la cua] 
prescindimos. No actúan más que las fuerzas moleculares, 
es decir, las atracciones 6 repulsiones entre las moléculas. 

Es la segunda, que las fuerzas que actúan sobre el prisma 
se hacen equilibrio, puesto que no hay más que fuerzas igua- 
les y contrarias actuando sobre las bases. 



Empecemos por integrar las ecuaciones del grupo (I). 
Y en rigor no vamos á emplear ningún procedimiento re- 
gular, sino á tantear ó ensayar soluciones particulares que 



tengan, sin embargo, suficiente generalidad para satisfacer 
al grupo (2). 

Dado lo sencillo del problema, ocurre emplear un proce- 
dimiento análogo al empleado en el ejemplo precedenfe, to- 
mando para u, v, w, funciones de primer grado y las más 
sencillas. 

u = ax, V ■= by, w = cz, 

en que a,b,c son constantes arbitrarias. 

Desde luego, este sistema satisface al grupo (1) porque 
en estas ecuaciones no entran más que derivadas segundas, 
en cada término entra una, y no hay término independiente 
de dichas derivadas. 

Por otra parte . todas las derivadas segundas de los valores 
supuesfos para u,v y w son cero, luego todos los términos 
del grupo (l)se reducirán á cero. Las ecuaciones(l) quedan, 
pues, satisfechas. 

Pasemos á las ecuaciones del grupo (2). 

Pero éstas, como la superficie que iimita el cuerpo no es 
única, se dividen á su vez eii ofros dos grupos: uno aplica- 
ble á las bases def prisma, otro, á la superficie lateral. 

Y para uno y para otro tendremos que calcular los valores 
de N y T por medio del grupo (3). 

Consideremos las bases. 

En N„ Nj, N„ entran las derivadas primeras, que serán: 



du 
dx 



dv 

dy 



b; 



dw 



y substituyendo 

Ny = \ia-\-b\ c) f 2,^.£í = (;-!- 2:-.)a + ).6i /c. 
ÍV, =i(íi + & + c) -4- 2i>.b = (> + 2,^^)6 -\-Xa-i' Xc, 
Ni =\{a -\- b -\- c) -^ 2,"í: ={X-^ 2,u)c + Xa -H \b. 




Respecto á las T, claro es que se reducen á cero, porQue 
las derivadas primeras de u con relación á >> y á z, las de v 
con relación á x y á z, y las de w con relación Á x y k y, 
son todas nulas, de modo que tendremos: 



I 



_i_ ^^ 
dz dy , 



^-'(^-^)-- 

En cuanto á las bases, que son las que estamos conside- 
rando ahora, tas normales son paraleias al eje de las z; lue- 
go para dJchas bases 

a = Q, ?==o, ■¡• = 1. 

Y como ta fuerza coincíde con la normal, tendremos: 

l ^ a. m = p, n = y. 

As( es que el grupo (2), recordando que 

P,-=f/ = 0, Py = Fm^O, P, = Fn = F, 
dará 

Fa--=Q = N,.Q-\-T^.O+ 0.1=0, 
F? = = Af, .0 r .1 - T;. = 0, 

Ff -^-F=N,.i + r, .0 + r, .0 = N,. 

para la base superior. 

Y lo mismo podemos decir de la base inferior, porque á 
ja vez cambian de dirección la normal exteriory la F. 

Las dos primeras ecuaciones quedan sattsfechas por si 



mismas, y en la última, poniendo por N, el valor que antes 
obtuvimos, resultará: 

F==Ík-i-2:^)c-\-\a + U. 

Esta es una ecuaciím de condición y á ella queda reducida 
cl grupo (2) para las dos bases. 
Pasemos á ta superficie lateral. 

La noimal será perpendicular al eje de las z; asi que ^yp 
tendrán distintos valores, según el punto que se consldere, 
- y 7 será igual á cero. 

Por otra parte, sobre la superficie lateral no actúa ningu- 
^ na fuerza; de modo que 

/>, = 0; Py = 0: P, = Q. 

Además, hemos demostrado que 7*, = 0, T,^-Q, 7^=0 y 

Luego el grupo (2) se convierter substituyendo todos es- 
tos valores y los de JV,, /V„, /V^, en el siguiente: 

= ((), + 2,«) a+X&-|-Xc)«i, 
O=(0- + 2f')&+>í7 |-),c)3, 
- ((X + 2.=*) c +3>íi + X6) X = 0, 
ó bien 

0^ + 2.")fl + >Íj + Jc = 0, 

(X + 2;')& + ;a+ ic = 0. 

En suma, para satisfacer el equilibrio de las dos bases y 
de la superficie lateral, tenemos que determinar las constan- 
tes arbitrarias a, b, y c, de modo que satisfagan á las tres 
ecuaciones de condición, que acabamos de obtener, que 
son: 

F=(1-}-2u)í: + Víí+ .,&, 

0=(X>r2,-)a + >.6 + Xí-, 

= (k+ 2,^^)6 + ;La 4 )c. 
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Todo queda reducido á despejar a, b, c de estas tres 
ecuaciones. 
Restando las dos últimas, una de otra, resulta: 

(X-l 2.-)(fl-6) + A(6-fl) = 0, 
ó bien, 

2í* (fl — 6) = 0, 

y como suponemos que \í no es cero, porque esto corres- 
pondería al caso particular de los flúidos perfectos en que 
no hay deslizamiento, como se ve en los valores de T, y nos- 
otros consideramos el caso generai, resulta: 

fl — 6 = 6 bien a = b. 

Tendremos, pues, que las expresiones de a, v, y w, se 
convertirán en 

u = ax, v = ay, w = cz, 

y las constantes a y b se determinarán resolviendo las dos 
ecuaciones 

F--0< + 2i^)c +2la, 

= (X -i 2y-)a -\- )fl + Xc = 2(X + y)a + kc, 

á que se reducen las tres anteriores. 
Despejando entre las dos fl y c, tendremos: 



' U 1 u 

c = — F, a=-- -— f. 

3X -r 2j. 2 3X + 2« 



Queda, pues, resuelto el problema. Los valores, mejor 
dícho, las expresiones 



2 3X + 2f 



2 3i + 2^ 



F.y; 



I+- 



3í^+2f. 

que determinan u, v y w, en función de las coordenadas 
X, y, z del punto cuya deformacÍ6n se desea calcular y en 
función de los datos dcl problema, qiie son la tensi6n F y las 
dos constantes í- y ¡i, que dependen de la naturaleza del sis- 
tema, convierten los grupos (1) y (2) en identidades, y por 
lo tanto determinan el equilibrio elástico en el interior del 
cuerpo y en la superficie. 



Podemos, á propósito de este ejemplo, hacer observacio- 
nes análogas á las que hicimos en el ejemplo anterior. 

Claro es que á los valores de «, i^ y w, se les pueden agre- 
gar tres constantes, y aun tres funciones de primer grado en 
X, y, z; y los valores que resulten satisfarán á los grupos 

(i)y(2). 

Pero estas nuevas soluciones son equivalentes á la prime- 
ra, pues con ellas no se tiace otra cosa que comunicar movi- 
mientos de traslación y rotación al sólido ya deformado y 
convertido en un sistema sólido. 

De esta manera es dado hacer, por un movimiento de 
traslación, por ejemplo, que se pueda considerar como fijo 
un punto determinado en e! prisma , y por eso ha sido licito 
que consideremos ei origen de coordenadas corao inmóvil. 



Observaremos también, que una sección cualquiera del 
prisma se deforma, quedando semejante á su fonna prímiti- 
va, puesto que las deformaciones u y v son de la forma 
ax, ay. 

Por último, el alargamiento del prísma por unidad de lon- 
gitud está determinado por c, toda vez que si en w = cz 
hacemos z ^ \, resulta 

IV = í = — — - - F. 

31 + 2." 

Esta cantidad es positiva; en cambio las deformaciones en 
la secctón recta del prisma, vemos que llevan el signo 
menos. 

Es decir, que el prísma se estira en el sentido de su lon- 
gitud y se estrecha en su espesor, lo cual está conforme con 
la experíencia. 



Combinando los resultados de este ejemplo con los del 
ejemplo anteríor, pueden obtenerse algunas consecuencias 
importantes. 

En ei primer ejemplo, es decir, en el de la compresión 
igual y uniforme de un cuerpo, hemos encontrado, que las 
componentes de los desplazamientos en un punto cualquiera 
de coordenadas x, y, z, eran 

lí = ax, V = ay, w — az, 

siendo 

Pero la canlidad o se puede medir, en cada caso, experi- 
nientalmente, porque a es la compresiiSn lineal por unidad 




I 
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de longitud, en efecto: u, porejemplo, es igual á a cuando x 
es ígual á 1. 

Luego en la última fórmula tenemos dos cantidades, Py a, 
que para un cuerpo de una naturaleza dada, pueden medirse 
experimenialmenic. Luego las dos constantes del cuerpo 1. 
y [i estarán ligadas por dicha ecuación. Es decir, que ten- 
dremos 



en que el segundo miembro será una cantidad conocida, una 
cantidad numérica que la experiencia nos dará, y además 
positiva, puesto a es negativa. 

En suma, esta ecuación enlaza X y ¡ji. 

En el segundo ejemplo, los valores de las componentes del 
desplazamiento hemos visto que son 



u = ax; v^ay: iv = ci> 



y aderaás 



— F; a - - -í F. 

3>-|-2^ 2 3X-i-2f. 



Respecto á estas últimas fórmulas, podemos decir lo mis- 
mo que deciamos en el caso anteríor. 

Una expericncia cualquiera aplicada á este caso, es decir, 
á la extensión longitudinal de un prisma, nos dará a, c, y F, 
y por lo tanto, dos ecuaciones entre > y ¡i, de las cuales se 
deduce, 

\ 



1 - 



-2 



-+I 



El prímer miembru es una cantidad numéríca, que nos da 
el experímento realizado. 




El segundo miembro es iina función entre >- y p., que si el 
malerial empleado en esta experiencia es idétitico al aplica- 
áo en la primera , deberán ser cantidades idéntícas á las ^ y ^^ 
del primer ejemplo. 

Tendremos, pues, para determinar las constantes X y ^ 
propias del material que se ensaya, estas dos ecuaciones, 
cuyo segundo miembro representaremos por las constantes 
C, Cj, deducidas de la experiencia, 6, mejor dicho, de los 
dos experimentos: 



3i + 2.« 



Kf-) = 



Entre ambas ecuaciones deduciremos los valores de >. y ¡ji. 

Y repitiendo estos experimentos muchas veces, á fin de 
compensar los errores, tendremos para el material de que se 
trata los valores medios de las constantes ). y u. 

Y si aún queremos multiplicar los ejemplos, podremos 
comparar y compensar ujios valores con otros, variando las 
formas del cuerpo y la distribución de las fuerzas, Es decir, 
empleando la compresión normal y uniforme, ó la tensión 
de un prisma, ó la deformación de una capa esférica, como 
estudiaremos después, 6 la de un cilindro hueco, ú otro 
caso cualquiera del equilibrio elástico. 

Siempre para ei mismo material, si la teoría es exacta y 
los ejemplares que se empleen son de la misma estructura. 
deberemos obtener los mismos valores para X y ¡i ó valores 
muy aproximados, 

Con lo cual nuestras fórmulas habrán perdido su carácter 
abstracfo y estarán dispuestas para las aplicaciones, toda 
vez que ya X y ¡i. serán cantidades conocidas para cada clase 
de material. 

Y con esto habremos resuelto el problema práctico y de 
coraprobación de la Física matemática, á saber: la determi- 
nación de las constantes, que entran en sus fórmulas. 
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Empezamos el problema en la región leórica, buscamos 
en la expehencia su comprobación. La comprobación de 
todo: de las hipótesis, de la aplicación de la Mecánica y de 
la aplicación del cálculo. 

Si las fórmulas abstractas aplicadas á numerosos casos 
particulares no dan resultados concordantes; si, para una 
misma clase de material, las constantcs /- y ¡a son distintas, 
con diferencias grandes, que no puedan atribuirse ó á errores 
de observación ó á diferencias de estructura en los materia- 
les ensayados, esto nos probará que las hipótesis eran in- 
admisibles, 6 tal vez que en el cálculo hemos admitido sim- 
plificaciones que no eran legitimas. 

En suma, como ya anunciábanios el aflo anterior, !a Fisica 
matemática parte de hipótesis, sin contar, ó contando muy 
poco, con el método experimental; pero al fin de sus cálcu- 
los se encuentra con el método experimental, como piedra 
de toque, ó como juez que dicta sentencia, casi inapelable, 
sobre los métodos empleados. 



Y en estos ejemplos podemos hacer todavia otra aplica- 
ción de las observaciones que preceden. 

Aplicando el método de Cauchy para la determinación de 
esfuerzos de compresión, tensión y resbalamiento, las com- 
presiones y las tensiones estando representadas por las N y 
las fuerzas de deslizamiento por T. hemos encontrado que 
las dos constantes '. y ," se reducian á una sola. 

En ej método de Lamé y de otros autores, X y fi son dis- 
tintas. ¿Á quién da razón la experiencia? 

Dice Mr. Lamé: ■ Algunos experimentos de Mr. Wertheim 
le conducen á este resultado: '.^^.^..Pero puedc suceder 

que la relación - — nosea n¡ igual á la unidad, ni igual á 2, 




y aun más que varíe de un cuerpo á otro. Es un punto que 
no se puede esclarecer sino por numerosos experimentos. - 



Dado el m6todo de Cauchy, y aun suponiendo que ^ y u 
sean distintas, se comprende que la determinación de sus 
valores numéricos podria, aunque no se ha tiecho, ilustrar- 
nos sobre la estructura inlerior de los cuerpos. 

Y esto sólo en el método de Cauchy. que es el que está 
más en el espirilu de la Fisica matemática clásica, aunque 
no sean éstas hoy las ideas dominantes. 

Nos explicaremos con más claridad por medio de un 
ejemplo. 

Supongamos que se conociera la fórmula de Saint-Venanl 
y que ésta fuese, 

A B 



-representando A y B dos constantes y r la distancia entrc 
dos moléculas del sistema elástico. 
Las constantes i y i' iiemos vislo que son íntegrales tri- 



función de Saint-Venant (conferencia séptima). 

Y como los limites de las inlegrates, prescindiendo de ^. 
son, en general, e, y £, es claro que obtendremos dos ecua- 
Ciones de esta forraa: 

/.(4,fi,tiE) = '-; ¿,(>í,e,tiO = f. 



en las que A y B son dos constantes de la funci6n de Saint- 
Venant, relativas á las fuerzas de atracción y repulsión; e re- 
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presenla el Hmite superior de una de las integraies, ó sea el 
radio deactividad, y e, (que en la conferencia á que nos re- 
ferimos fiabíamos llamadoÁ) que representaba el límite in- 
ferior, 6 sea la distancia molecular cuando substituíamos á 
cero este limite, para evitar un término infinito en la integral. 

Por últinio, > y u representan dus constantes numéricas, 
determinadas por la experiencia. 

Pues bien, si por experiencias directas pudiéramos deter- 
minar la constante A de las atracciones, como por otra par- 
te, conocemos numéricamente t con cierta aproximación, las 
dos ecuaciones anteriores nos determinarían B y e,, es decir. 
la constante de la repuls¡6n. y unamagnifud e, del orden de 
las disfancias moleculares. 

Claro es que lo que precede es sólo una Ídea general, ó 
mejor dicho, un ejemplo para que se vea cómo la Flsica ma- 
temática puede acometer problemas al parecer imposibles y 
aspirar á medir magnitudes que jamás podrán percibir nues- 
tros sentidos; salvo las esperanzas en el ultra-microscopio. 

Verdad es que en la Fisica moderna, como veremos en su 
dia, apoyada en la nueva Física mafemáfica, se acometen 
problemas mucho más difíciles, que el problema hipotético 
que, como ejemplo, hemos presentado. 



Tercer ejemplo. Forma partkuiar de u, \ y w. 

En rigor, no es un ejemplo el que vamos á presentar, sino 
un caso particularisimo de las deformaciones elásticas, pero 
que se aplica á muchos ejemplos. 

Supongamos que, por algún procedimiento especial, pue- 
da demostrarse , que las fres componentes de cada desplaza- 
miento, á saber, a, v, w, sean, para determinado caso, las 
derivadas parciales de primer orden de una función de x, y, z, 
aunque ignoremos cuál sea esta función, porque si no.claro 




es que el problema estaba resuelto: para conocer u, v y w, 
bastaba diferenciar, con relación á x, y, z, Iafiinci6n de que 
se trata. 

Sea s esta función desconocida. 

Las componentes de los desplazamientos, tendrán la forma. 
por hipótesis y. en este ejemplo: 



dy' 



d? 



y en rigor, el problema se habrá simplificado, puesto que en 
vez de las tres incógnitas u,vyw, tendremos sólo una fun- 
ción desconocida, que será la función í'. 
De las Ires ecuaciones anteriores se deduce: 



dx dy dz 




dz 

dz 



Tal es 1a expresion, en este caso, de 1a dilatacíón cúbica. 
Pero recordando la stgnificación del simbolo 



d- d' d' 
dx- dy'' dz^ 



y aplicándolo á ^, resulta que la dilataci6n cúbica tendrá la 
siguiente forma: 



Llevemos estas simplificaciones á las eciiaciones del equi- 
librio elástico para el interior del cuerpo, es decir, á lo que 
hemos llamado el grupo (1), admitiendo además que sobre 
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el interior del cuerpo no actúan fuerzas exteriores, es decir, 
que X, Y, Z..... son todas iguales á cero. 
En este caso, el grupo (1) se reduce al siguiente: 

dx 

(> + í>^)-^+f*Av=0, ) (1) 

dy 

(X + p)4^+f^Aiv = 0, 
dz 



Determinemos, para substituirios en estas ecuaciones, Aí/, 
Av, Aiv. Pongamos en vez de í/, v, iv, sus expresiones, y 
tendremos: 

Hay una propiedad del símbolo A de que no hemos habla- 
do hasta aquí, pero que es elemental, á saber: que los sím- 
bolos í/ y A pueden invertirse. 

Admitámosla ahora para no interrumpir la demostración, 
reservándonos para luego el demostrarla. 

Invirtiendo, pues, estos dos símbolos en las ecuaciones 
anteriores, resultará 

\dx) dx \dy) dy 

. . í ds \ </. A<p 



-(f)= 



dz 



y recordando que 6 = ^9, 



Aí/ = ; Av = : Aiv = 



dx' dy' dz' 



I. • 



Poniendo es 
rán éstas en. 



5 valores en las ecuaciones (I), se converti- 



,, , . di> . d<, . 

(X + ,)4L + ,^=0. 
dy dy 



(X + 2.) -^ = 0, 
dy 



(X+2,)^ = 
dz 



y suponiendo que 5. + 2 " no es cero, 



rfe 



.0; ^ = 0; ^ 



La primera ecuación nos dice que no contiene .r, puesto 
que su derivada con relación á x es cero; la segunda , que no 
contiene y, y la tercera, qiie no contiene z. 

Luego d es una cantidad constante para toda la extensión 
del cuerpo, ya que no depende de x, y, z. 

De aqui se deduce el siguiente: 

Teorema. -■ En un sistema elástico limítado ó ilimitado, so- 
bre el cual no actúan fuerzas exteriores y en que se demues- 
tTtápriorÍ, que las componentes de los desplazamicntos para 
cualquier punto son las derivadas parciales de primer orden 
de una función x, y, z, con relación á estas tres variables, la 
dilatación cúbica H es consfantc para toda la extensión del 
sístema. 



i modo, que si consideramos un volumen infinitamente 
<lueño del sistema, éste podrá deformarse, pero el valor 
numérico de su volumen no variará. El volumen primitivo y 
e! deformado tendrán distinta forma: ei primero será, por 
ejemplo. una esfera; el segundo, un elipsoide; pero ambas 
figuras tendrán el mismo volumen. 

Si quisiéramos acabar de resolver el problema, es decir, 
determinar la función -.;, tendríamos que integrar la ecuación 

W = constante. 



du , dv dw 
dx dy dz 



■- -\- constante, 



que poniendo por ü, v, y iv sus valores se convierte en 

■ 1 '- = constante. 

dx'- dy' dz'' 

Pero la inlegración de esta ecuación diferencial es rauy di- 
ficil y se enlaza con otros problemas, que no son de este 
momento. 



lijimos antes, que los simbolos rfy A podian invertirse, y 
mos á demostrarlo. 

1 A ( — — \ por eiemplo. 
\ dx } 

fTendremos, según la definiciún del simbolo i, 



-m 



d' 



•ilo\ 



dy' 
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Pero las diferenciaciones puedeii invertirse; luego 

-+ "'' ' +- 

dx 

d': 



Kdx 



'' [dx') , ''[dy) , ''Ur-j 

X 



dx 



dx 
dx 



que es precisamente lo que nos proponiamos demostrar. 



CuAHTO EjEMPLO. Equilibrio de ana capa es/érica.—íios 
proponenios determinar los desplazamientos de equilibrio de 
una capa sólida liomogénea é isótropa, limitada por dos es- 
feras concéntricas. 

Suponemos que en el interior del sólido no actúan fuerzas 
exteriores, ni siquiera la acción de la gravedad, y que sobre 
cada una de las superficies esféiicas actúa una presión cons- 
tante y uniforme, que para laesfera interiorla designaremos 
por P„ y para la esfera exterior, por P¡ . 

Tomaremos el origen de coordenadas en el centro de am- 
bas esferas, E^, E„ (fig. 43). 

Considerando un purto M, de la capa esférica, es evi- 
dente, por razón de la simctría del sistema y de las fuerzas, 
que en su desplazamtento tomará dicho punto la dtrección 
AfAfi del radio OM. 

Además, también por razún de simetria, todos los puntos 
que estén á igual distancia OM = r del centro, sufrirán cl 
mismo desplazamiento Af Af, . De modo que dicho desplaza- 
miento sólo dependerá de la variable r. Tendremos, pues, 
representándolos por /, 



desplazamiento AíAÍ,=/=/(r), 
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Llamando también / á la función de r. 

Las tres componentes u, v, iv, del desplazamiento de un 
punto cualquiera, se obtendrán multiplicando / por los cose- 
nos de los ángulos que forma, 6 que forma el radio OAÍ, con 




rigura 43. 



X V z 

los tres ejes, que serán evidentemente — , — , — , de modo 



que tendremos: 



r r 



u = l{r)—; v=/(r)A w=l{r) ^, 



6, abreviadamente : 



u = l — ; v = l—; IV = / — . 
r r r 



Pero se observa desde luego, que este caso está compren- 
dido en el ejemplo anterior; es decir, que u, v, w, son ias 
derivadas de una función de x,y,z, con relación á estas va- 
riables. 

En efecto; la función 



uclx-\-vdy-\-zclz. 



para estas expresiones de u, v, w, es una diferencial exacta, 
como se ve desde luego. 

Pougamos en vez de u, v, w, sus valores y tendremos: 



t(r) 



(xdx + ydy + zdz). 



Pero siendo la distancia de M al origen r, resulta : 
X- --t y'+z'' ^ r". 



y difereiiciando 



luego 



xdx + ydy - zdz = rdr; 



üdx -f vdy + ^dz = — — rdr — l(r)dr. 



Ahora bien; el segundo miembro no contiene más que una 
variable; luego será la diferencial exacta de una función i> 
determinada por 

? =/l(r)dr: 

función evidentemente de r, y, por lo tanto, de x, y. z. 
Px)r otra parte, se sabe por cálculo, que cuando 

udx -}- vdy -| zdz. 



es una diferencial exacta de una función, u, v, h' son las de- 
rivadas parciales de dicha función; con lo cual queda demos- 
trado lo que habiamos dicho. 
Mas sabemos que en este caso, segün el teorema que de- 
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mostramos, la dilatación cúbica es constante: suponiendo 
que su valor sea 3c, que todavía es desconocido, tendremos: 

9 = 3c; 
y como 

du , dv . dw 

= 1 1 , 

dx dy dz 



poniendo porí/, v, iv, sus valores, resultará: 

d.l(r)^ d.Hr)^ d.lir)^ 

T— ^ + — ^+ ■ =3c; 

dx dy dz 

de donde 

d^ 

d.ljr) dr x ^ ^, . r ^ d.ljr) dr y 

dr dx r dr dr dy r ' 

j y ^z_ 

dy dr dz r dz 



Pero de Vx*+y«+z«=r se deduce, 

dr 2x 21. ^^ _ y.. _^ _ ^ 

dx 2\J x'^ + y^ -{- z^ r^ dy r* dz r' 



luego el valorde se simplificará y tendremos: 
dr r* dr r* dr r* 






dr ^ dx dy 

Desarrollando el paréntesis. 



rf 
~dz 



f)' 




por lo tanto, 



d.ljr) 
dr 



M. 



Esta ecuación integrada nos dará la forma de /(/■). 

No perdamos de visla la marcha qiie hemos seguido. 

Hemos partido del teorenia demostrado en el ejemplo an- 
lerior, y allí vimos que, en rigor, las tres ecuaciones se re- 
ducfan á una, que era Q ^ constante, precisamente Ía que 
acabamos de obtener; asi es que si determinamos el valor 
de /(r) de manera que satisfaga á la última ecuación, las tres 
ecuacíones del gnipo (I) quedarán satisfechas y se veríficará 
el equílibrio elástico en el interior del cuerpo. 

Pero nos queda todavia la segunda parte del problema: 
ver si esta expresión de /, con sus constantes arbitrarias, sa- 
tisface á las ecuaciones de los Ifmites. 
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Integremos ahora la ecuación que ha de darnos la forma 
de /. Dicha ecuación 

dr r 

en que la constante se ha puesto para comodidad del 
cálculo bajo la forma 3c, se integra sin dificultad, porque es 
una ecuación diferencial lineal de primer orden, en que la 
función es /(r) y la variable independiente r; por lo tanto, 
del tipo 

dy 



dx 



+ /Wy+/iW = o, 



que se estudia en los elementos de cálculo integral. Bastaría 
aplicar á nuestro caso la fórmula general para estas ecuacio- 
nes. Pero es tan sencilla, que se intregra directamente por 
un cambio de variables. No hay más que poner 

l{r)=^l,{r)r, 
6 abreviadamente, 

/ = /ir, 

en que /^ es una nueva función de r. 

Diferenciando con relación á r, tendremos : 

dr dr ' 

y substituyendo en la propuesta 



dr • ' ■ r 
6 bien 



dli 3li—3c _ Q 



dr 



Separando variabtes, 
dl. 



dr 



integrando, 



3/,- 
- log(/, - 



-3c r 

c) + log r = - 



en que b es una nueva constante: y pasando de los logarit- 
mos á los números, 

(/i -c)r' = b. 

Despejando /„ resultará; 

y, por lo tanto, 

/ = cr I- — . 



Resulta. pues. que la función / que buscábamos, tiene 1a 
forma preccdente, satisface, como hemos visto, al grupo (I) 
6 sea á la condición equivalente 

h í= constante = 3c, 

y contiene dos constantes arbitrarias, b, c, que procuraremos 
determinar de modo que satisfagan al grupo (2), el cual, 
como recordarán mis oyentes, era éste: 



Pm—N,^ + Tij + 7,0, 



(2) 



advirtiendo, para evitar confusiones, que la / que entra en 
estas fórmulas es distinta de la que tiemos considerado en 
todo este ejemplo como expresión del desplazamiento radial. 
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Estas útlimas fórmulas (2) han de quedar satisfechas para 

esfera exterior y para la interior, cuando en dichas fórmu- 
las pongainos en vez de las N, P sus valores expresados en 
valores de u, v, w. 

Como todo es igual para todos los piintos de cada estera, 
basta que las ecuaciones (2) queden satisfechas para un 
punto de la esfera exterior y para otro de la esfera tnterior; 
y á fin de simplificar, consideraremos el punto A de la esfera 
exterior, que está sobre las x, y el punto B de la esfera in- 
terior que está sobre el mismo eje. 

Vamos, pues, á tomar eslos dos puntos Ay B;á aplicar á 
ellos las fórmulas (2), y á ver si podemos determinar las 
constantes b, c, de modo que las ccuaciones expresadas que- 
den satisfechas. 

Veamos á lo que se reducen las ecuaciones (2) para el 
\toA. 

l, m, n, son los cosenos de los ángulos que forma con los 
ejes la fuerza de compresión por unidad de superficie P, , que 
actúa en A; luego tendremos evidentemenle, puesto que P^ 
coincide con el eje de las x, formando con las x positivas un 
ángulo igual á 180", y que es perpendicular á los ejes de las 
> y de las z. 



W Por otra parte, a, 3, y representan los cosenos de los án- 
gulos que forma con los tres ejes la normal exterior á la es- 
fera en el punto A, de modo que: 



f Substituyendo unos y otros valores en las ecuacionos (2), 



sultará 



- Pi=Ny. 



(2') 
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Esto para el punto A. 

En cuanto al punto B, tendremos, por consideraciones 
análogas, 

/= 1; m = 0\ n = 0\ 

a = -l; p=0; y = 0; 

y por lo tanto : 

= -T,A (2) 

= - T^.\ 

Las fórmulas (2') y (2") son las que substituyen al gru- 
po (2), y sólo nos queda para terminar el problema, determi- 
minar Ty N para los puntos expresados ^4 y fi y ver si pue- 
den determinarse las constantes b, c, de modo que satisfagan 
á dichas ecuaciones. 






Recordemos que los valores de las deformaciones eran, 
í/ = /(r)4, r = /(r)-^, iv=/(r)4, 



y que para / (r) hemos obtenido, 

lir) = cr + -^. 

Substituyendo esta expresión en u, v, w^ y diferenciando 
con relación á x, y, z para substitujr en las expresiones de 
N y rias derivadas que se obtengan, tendremos 



„.,„£.(c.4A)£, ..(.,A) 



X / , /7 \ A- / , b \ y 

r 

b \ z 



w= cr -f- 



r- / r 
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ó bietr 



"-^^'-^-^Y' "^^' + jrJy' '*' = (^ + -^)^' 



dx 



/ , b \ 3b dr du 36 dr 
= 1 c-\ I x; = X, 

\ r^ ) r* dx dy r* dy 



du 36 dr dv 

x; 



dz r^ dz . dx 

dv / . b \ 3b dr dv 



=(-7)- 



y; 



dy \ r^ ) r* dy dz 

dw 36 dr dw 

z; 





r* dy 


36 
r* 


dr 
dx 




36 dr 




r* dz 


36 


dr 

. z; 



yi 



dx r^ dx dy r* dy 

dw / . 6 \ 3b dr 



={^+-f) 



z. 



dz V r* / r^ dz 



Además, como x^ + y- -\- z^ = r-, resulta, 

xdx = rdr; ydy = rdr; zdz = rdr; 



dr X 


dr y 


dr z 


dx r ' 


dy r ' 


dz r 



Y asl las prinieras derivadas de u,v, w, con relación á 
x,y, z, serán 

d^ ^í f^ \ 36 x^ du __ 36 yx 



=(-^) 



dx \ r^ ) r^ r ' dy r^ 

du _ _ 36 ^x dv _ _ 36 xy 
dz r^ r ' dx r^ r 
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dy 



\ r^ ) r^ r 



dv 
dz 



dw 
dx 



36 xz dw 



= -11. Az. 

r^ r ' 
36 yz 



dw 



r ' dy 
b\ 36 



= í^ + -)- 
dz \ f) 



r 



Según acabarnos de indicar, tendremos que substituir es- 
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tas derivadas en los valores dé N y T; aplicar los valores 
que resulten á los puntos A y B (fig. 43), y substituirlos, por 
último, en (2') para el punto i4 y en (2") para el punto B. 

Mas es preferible, para abreviar los cálculos, aplicar las 
derivadas anteriores á los dos puntos en cuestión, y hacer 
después las substituciones en TV y 7 de los valores que re- 
sulten para dichas derivadas. 

Empecemos pcr el punto A (fig. 43). 

Para este punto, llamando r^ al radio OA, y siendo ADC 
el tetraedro (fig. 44), resultará: 

Coordenadas del punto A x^ri, y=0, ^=0; 



y substituyendo. 



— 367 — 



du í , b \ 3b 2b du ^ du ^ 
= ( c H 1 = c : = 0; — =0; 

dx \ r*J r\ r\ dy dz 

dv ^ dv , b dv ^ 

= 0; — — =c + — ; —-=0; 



dx dy r\ dz 

dw r. dw r. dw / , 6 \ 
= 0; =0; = \c-\ 1. 

dx dy dz \ r^J 

* 

Apliquernos estos valores á las expresiones de NyT, recor- 
dando que = 3c. 
En generai, 

dx 
y resultará en este caso 



N, = 3XC + 2f*[c - -^) = (3> + 2f«) 



4.u6 



A^2 = ^e + 2f. '''' 



rfy' 
y por lo tanto, 

iV, = 3ic + 2Jc + -M = (3> + 2,*)c+ ^"* 



Ng = ).e + 2(. 



dw 



dz' 
por consiguiente, 

2ub 



e+i)= 



N3 = 3lc + 2f. c + -^ =(3> + 2,.)c + 



/•»1 

7\ = f* ( 1 ) se convierte en T^ = 0, 

\ dy dz J 
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Estos valores tendremos que substítuirlos en el grupo (2'), 
de modo que 

= ' (A) 

= ^ 



Otro tanto podremos repetir para el punto B de la esfera 
interior (fig. 45), en que el tetraedro será CDEF. Hemos 
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tomado el punto C, entre las dos esferas, como vértice, y 
hemos trazado las rectas CE, CD y CF, paralelas á los ejes 
X, y, z. Claro es que el punto C está escogido de modo que 
estas rectas corten á la esfera, lo cual siempre es posible. 

Est'e tetraedro, sumamente pequeño, puede trazarse de 
modo que los puntos B y B' estén muy próximos: sus co- 
ordenadas serán casi las mismas, y podremos suponer que 
son Tq, 0, 0. 

Así, pues, las coordenadas del punto B serán, llamando r^ 
al radio OB úq la esfera interior. 



x = r^y y = 0, z = 0; 
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las derivadas para este punto tomarán los valores, 

du f . b \ 36 26 du ^ du ^ 
= c-í =c , = 0, = 0, 

dx \ r\) r\ r%' dy dz 

dv ^ dv í y b \ dv ^ 
= 0, — - = ( c + — I, — - = 0, 



=(-^)' 



dx dy \ /-% / dz 



dw _ ^ dw __ ^ dw 
— u, — u, 



dx \dy dz 



=(-^> 



y substituyendo cotno antes estas expresiones en ias dc N y 
T, tendremos que 

dx 
se convertirá en 

iV, = 3>c+2,«íc — — \ = (3)i + 2.«)c— ^*"* 



1*0 

dv 
N, = '■» + 2y. - — 

dy 
en 

AT, = 3 ).c -f 2y í c + A"! = (3v + 2») c + ^"* 



TVs = >.« + 2« 



' 

dw 



dz 
en 

Ar, = 3).c+2vfc ) 4-W(3> + 2u)c+-^ 

r, = , C^ü + iH-Un n = 0. 



5 precedenles valores. puestos en (2") dan 

0=0, L 

= 0, I 



(S) 



Del grupo (2) todas las ecaaciones quedan satisfechas por st 
mismas (es decir, reducidas = 0), aplicadas que sean á los 
puntos A y B (figs. 43, 44 y 45). menos las dos ecuactones 

r\ 

Estas ecuaciones quedarán también satisfechas si se de- 
lerminan las dos constantes arbitrarias b, c, de modo que las 
satisfagan. 

Despeiando entre ambas las expresadas constantes, ten- 
dremos: 

_ r^oP„ — r^y Px . . _ iP„~Pi)r\r^i 

*^ ~ (31 + 2.") (/■», — r=o) ' ~ ' 4,- ir\ - r*^) ' 

De este modo quedarán satisfechos los dos grupos ( I ) y 
(2), reduciéndose á tdentidades. 

Y u, V, w, substituyendo en las fórmulas que ya hemos ob- 
tenido. nos darán para las componentes del desplazatniento 
elástico de cualquier punto que diste del centro la magnitud r, 

r[ i3i + 2.)ir^\ - r\) 4Ar\-r\) r" J* 

y = y\ r\P,~r\P, ^ (P, -PQr^Q/^. J_-| 

rL(3i + 2,)(r^ ■ r\) 4!^(r\-r\) r^ ]' 

r L (3> + 2.'*)(r-', - r";) 4."r\ - r^^ r^ ]' 




Vemos que u, v, w están expresadas en funciún de x, y, z 
y tambien de r, pero r= Vx- r y^+ z'^- De suerte que te- 
nemos las componentes de los desplazamientos para cual- 
quier punto de la capa esférica, según deciamos. 

En efecto, todas las demás cantidades P^, P,, ryy rt, son 
cantidades conocidas, porque constituyen los datos del pro- 
blema. Y > , ,« son también consfantes conocidas, que depen- 
den de la naturaleza del cuerpo, y que se conocerán por ex- 
periencias anteriores efectuadas para este material. 

Respecto á los esfuerzos interiores, hemos obtenido ya los 
valores de N,, N., y W, en función de r. 

EI probiema queda, pues, completamenle resuelto, 
Dos palabras más para concluir. 

Es evidente que en esfe caso todas las fuerzas exteriores 
se fiacen equilibrio, porque la P, irradia untformemente al- 
rededor del centro de las esferas, luego su resultante es 
nula. 
Y lo mismo puede decirse de las fuerzas P^. 
La capa esférica no tomará, pues, ningún movimiento to- 
tal de traslación ni de rotación. 

Mr. Lamé, en sus lecciones sobre la elasticidad de los cuer- 
pjs sólidos, fiace aplicaciones interesantes de las fórmulas 
que fiemos obtenido al equilibrio de una envolvente esférica, 
al de una costra planetaria y á la del globo terrestre; pero la 
falta de tiempo nos impide dar más lalitud al ejemplo que 
hemos presentado, y, por lo demás, estas nuevas aplica- 
ciones nopresentan ninguna dificultad teórica. 



dóciinaterciEí 



Señores: 



Otro ejemplo más vamos á presentar sobre el equilibrí» 
elástico, tomado también de la obra de Mr. Sarraii, que 
adoptamos como guia en esta última parte del presente 
curso. 

Dicho ejemplo será el úllimo que estudiaremos, por aho- 
ra, como aplicación de las fúrmulas det equilibrio eii este 
pritner estudio elemental relativo á la teoría de la elasl;- 
cidad. 

EjEMPLO 5."~~Equilibrio de una capa cilíndrica. 

Consideraremos un sólido homogéneo é isótropo limitad.i 
por dos cilindros de revolución concéntricos y por dos pia- 
nos perpendiculares á las generatrices. 

Supondremos, que dictio sótido está sometido para cada 
una de las superficiescilindricas á presioncs normalesy unt- 
f jrmes, y para cada una de las bases á una tracción unifor- 
me paralela al eje. 

Y nos proponemos resolver el prublema del equilibrio; es 
decir, nos proponemos determinar las componentes de i.i 
ileformación para un puntu cualquiera cuyas coordenadas 
Eean x, y, z. 

A mndo de complemento del problema, determinaremos 
también para cualquier punto, en función de sus coordena- 
das, los valores de 7V y 7". 

Tomemos por origen el centro de figura; como eje de la^ 
z la paraleia á las generatrices, que pasa por dicho centro, 
y sea Af (fig. 46) un puuto ciralquiera del s6Iido siluado en 
el plano meridiano OzHH'. 

La distancia Ma del punto M al eje la representaremos 
por r. 
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El punto Aí está definido pcr sus tres coordenadas 
Ok=x; kh=y; Mh = z, 
y tendremos: 

Como el conjunto de los dos .cilindros de revolución CC, 
cc, que lienen el mismo eje Oz es simétríco respecto al pla- 




no meridiano OzHH', y el sistema de fuerzas, á saber, las 
presiones normales sobre las dos superficies cilíndricas y las 
tracciones sobre las bases constítuyen un sistema tambtén 
simétrico con relación al plano merídiano expresado, es evi- 
dente que la deformación del punto M se efectuará en este 
mismo plano: sea su desplazamienío Aí JM', que podremos 
descomponerlo en dos desplazamientos: el uno, MA, situa- 
doenelplano normal á las generatrices del cilindrp, x'My'. 
que llamaremos s; y el otro, MB, que será w, según la no- 
tación general. 
Asf , pues, MA = s; MB = w. 
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Por fin, descomponiendo s en las direcciones Mx' y My'. 
tendremos para las tres componentes del desplazamien- 
to MM': 



puesto que los cosenos de los ángulos x'MA é y'MA, son 



En rigor no conocemos ni la forma de s ni la de w; pre- 
cisamente hay que determinarlas de modo que los valores 
precedentes de u , v. w. satisfagan los dos grupos ( 1 ) y (2), 
que expresan el equilibrio elástico. (Conferencia XIl.) 

Volvemos á repetir aqiti lo que hemos dicho ya varias ve- 
c;s: que no sabemos integrar en términos generales las 
tcuaciones diferenciales ( 1 ) y (2), y que tenemos que pro- 
i:der por tanteos, por ensayos, y casi por adivinaciones. 

Ocurre que tal vez s no dependa de z, sino de la distan- 
cia r al eje, y que w sea proporcional á ^, como en el caso 
li'j un prisma sometido á fuerzas longitudtnales y uniformes; 
y por estos motivos de pura intuición estableceremos los 
tres valoKs provisionales de u, v, w, siguientes: 



--s(r)^: 



= Hr)^ 



Veamos si con ellos es posible satisfacer á las condícit)- 
nes de equilibrio del sistema elástico. 

Pero en este momentq no lo sabemos: es una prueba que 
intentamos; un verdadero experimento. que también en las 
Matemáticas existe el método experimental. 

Lo que desde luego se prevé, es que estos valores de 
II, V, w pueden estar comprendidos en el segundo ejemplo: 
aquel en el que dichos valores eran las derivadas con rela- 
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ción á X, y, z, de una funciOn de tres variables ^, ó lo que 
es lo mismo, que 

udx + ^dy + zdz, 

sea una diferencial exacta para estas expresíones de u, v, w. 
En efecto, substituyendo por u, v,w las expresiones an- 
teriores, tendremos, 



X V 

s — dx 4- s — dy + czdz; 



6 bien 



^jcrfx+^rfJL + ezrfz; 



y como de x^ + y^ = r^ se deduce xdx + ydy = rdr, la 
expresión anterior se convierte en 

sdr + czdz, 
que podrá integrarse y que representaremos por 9: 



o = I sdr + I czdz = í ^ 



= I sdr-] CZ'. 



Y que puede integrarse es evidente, porque hemos supues- 
to que s es una función de r, y, por lo tanto, /sdr será 
integrable. 

Pero hemos demostrado que, en este caso, las ecuaciones 
del grupo (1) quedan satisfechas con tal que la dilatación cú- 
bica sea una constante; luego sólo nos queda, para esta 
primera parte del problema, expresar la dilatación é igua- 
larla á una constante arbitraria. 
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Sabemos que = 1 1 ; por lo tanto, no 

dx dy dz 

hay más que determinar estas tres derivadas, deduciéndo- 

las de los valores hipotéticos de ¿/, v, w. 

Tendremos, pues, diferenciando dichas expresiones, 



du ds 
dx dr 


dx r dx ' 


dv ds dr 
dy dr dy 


r dy ' dz 



Pero de x^ + y^ = r^ se deduce xdx = rdr, ydy = rJr_ 

6 bien = — , = -í-; y además, 

dx r dy r 



A ^ ^ ^ y 

d — r — X . — ^ d — 

r r y^ r x^ 



dx r^ r^ ' dy r' 

Ysubstituyendo: 

du ds X- , y- dv ds y^ , x- dw 

dx dr r^ r^ dy dr r* r^ dz 

Estas tres expresiones dan para 9 el valor, 

, ds X- , y- , rfs y^ x- 

dr r- /-^^ dr r' r'' 



ó bien 



ds x-+y- , x'-+y- , 
= — f- s - ~f- c; 

dr r* r^* 



( ds . s , 

dr r 



de donde 

ds s 



0- c = 



dr ' r 



Pero 6 es una constante; luego el primer miembro podre- 
mos representarlo por una constante arbitraria 2a, y tendre- 
mos, para determinar s, la ecuación 

ds . s 
-3-+— = 2fl, 

dr r 
siendo 

— c = 2a 6 = 2fl + c. 

La ecuación precedente se integra, desde luego, porque 
puede ponerse bajo esta forma: 

rds + sdr = 2a .r .dr, ó bien d{sr) = a . 2rdr, 

en que todos los términos son integrables; y tendremos 

sr = ar^ + b, 

siendo b una constante arbitraría. 
Así, pues, 

, b 

Este valor de s, substituído en los de í/ y r, en unión con 
w, satisfacen evidentemente al grupo (1), según se ha visto 
en el segundo ejemplo; pero no sabemos si satisfarán al gru- 
po (2) disponiendo de sus dos constantes arbitrarías a y b. 

Tal es la segunda parte del problema. 

Tenemos que substituir los valores de u,v, w en los de 
Ny T. 
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Estos, ásu vez, habrá que substituirlos en el grupo (2), 
para las dos superficies cilindricas, la exterior y ia interíor, y 
para las dos bases de la capa cilíndríca; y habrá que ver si 
á las tres constantes a,by c podemos daríes valores tales, 
que satisfagan las condiciones que resulten. 



♦ * 



Determinemos, pues, ante todo, ias Ny T. 
Tenemos 

A^j = >e + 2u 



A^, =_- Ae + 2u. 



A^3 = xe + 2u 



dx' 
dv 

dy' 

dw 



y substituyendo 



fi o . du X- ds y- 

dx r^ dr r' 

dv y- ds , x^ dw 

•^ s; = c; 



dy r' dr r^ dz 

resultará : 



X' ds y^ 



N, = x(2a-rc) + 2u(-^ . 

\ r- dr r' 

\ r- dr r-^ / 
N., = H2a+ c) 2^c. 



Asimismo, substituyendo en los valores de 7, 
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7^1- 



/ dw , dv \ - ( du , dw\ 
^ ( dv . dü \ 



las derivadas que contienen, y que se deducen diferenciando 



X y 

Ü=S — , v = s — , w = cz, 

r r 



las cuales dan : 

\ r ) dr _ xy dr _ xy íds s \ 
dy dr dy r r^ r* \dr r) 



^ X 



dü 

= 0, 



dz 

ds 






dv ___ \r/ dr _ xy dr xy (ds s^ 

dx dr dx r r* 

^" =0. 



xy / ds _ _s^ \ 
l^\dr^ r) 



dz 

dw 
~dx 

dw 

'dy 



= 0, 



= 0, 



tendremos : 



r, = 0; T, = 0; T, = 2,l^(^-^\ 

r^ \ dr r ) 

Según hemos dicho antes; habiá que substituir estos va- 
lores de Ny T en las ecuaciones del grupo (2), que ex- 
presan el equilibrio de la superficie del cuerpo, ó sea el del 



tctraedro infinilamente pequeño, que corresponde á cada 
punto de esla superficie , que en rigor, en este caso, se des- 
compone en tres: 1." El cilindro exterior. 2.° El cilindro in- 
terior. 3." Las dos bases de la capa cittndrica. 

Como el sistema es de revolución alrededor del eje de la 2, 
bastará que las ecuaciones del grupo (2) queden satisfechas 
para un punto cualquiera de la superficie cilindrica exterior. 
que podremos escoger, por lo tanto. en cl plano de las xz. 
Lo mismo podemos decir para la superficie inlerior, esco- 
giendo un punto en dícho plano coordenado. Y, por último, 
escogeremos un punto cualquiera de una de las bases, por- 
que, lo que dígamos de la una, podremos repetir para la 
otra. 

Pero aquí se presenta una pequeña dificultad, que ya se 
presentó en dos de los problemas anteriores, y es que el te- 
Iraedro infinitamente pequeño, á que se refiere ei grugo (2), 
no existe realmente para ningún punto de las superficies ci- 
lindricas ni de las bases; porque tomando un punto, como 
vértice, muy próximo á las superficies, y trazando tres rectas 
paralelas á los ejes coordenados, !as tres rectas no cortarán 
á la superficie. Por ejemplo: en Jas superficies cilindricas, la 
paralela al eje de las z será paralela á las generatrices y no 
corlará a! cilindro. Y las dos paralelas á x, y tampoco cíwta- 
rán á dictias bases. 

Realmente, se salva esta dificultad formando un letraedro 
infinitamenle pequeño por rectas, que no sean exactamente 
paralelas á los ejes, pero que tiendan á serlo á medida que 
el vértice del tetraedro se aproxime á la superficie del 
cuerpo. 

Pero tampoco esto es necesario; porque tian de fijarse niis 
oyentes en que el empleo del letraedro ni es único, ni es 
absolutamente indispensable; es cómodo y sencillo nada más, 
y por eso lo empleó Cauchy, que, según parece, fué el pri- 
mero que tuvo esta idea. 

En rigor, para establecer e¡ equilibrio de un puttto dc ta 
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superfície, basta considerar an poliedro cualgaieta. infinita- 
mente pequeño, contiguo á la superficie, que penetre en e! 
interior del cuerpo, y que tenga una cara que se apoye en 
dicha superficie, y bastará que en ella eslé el piinto que se 
considere. 

El equilibrio de este poliedro traerá consigo el equiübrio 
del punto de la superficie que estemos considerando. Ahora 
bien, se establecerá e! equilibrio del poüedro teniendo en 
cuenta las fuerzas exteriores que actúan en su cara exterior 
y las fuerzas N, T que actúan en las caras interiores. 

Esto será tan targo, tan pesado como se quiera; pero es 
tan rigoroso conio e! empleo del tetraedro. 

Asi es, que para el caso que estamos considerando, aban- 
donaremos el tetraedro y consideraremos, para el cilindrj 




exterior y para un punto cualquiera A del mismo (fig. 47). 
situado en e! plano de las xz, el paralelepípedo inhnitamen- 
te pequeño a b c d á b' c' d', y estableceremos su eqiiili- 
brio. Estas ecuaciones suplirán á las del grupo (2). 

Veamos cuáles son las fuerzas exteriores y las fiierzas 
N, 7"para todo el paralelepipedo expresado. 
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Por el pronto, calcularemos todas ellas para el punto A, 
cuyas coordenadas serán, llamando r^ al radio del cilindro 
exterior. 



Recordando que s = ar-^ — , y que por lo tanto, 

r 

ds b 



dr r'- 

tendremos, 

N, = /(2fl + c)f 2 Jfl-- — W2(X + ¡x)a+í^c>^ -^ 

N, = ^2a+c)-i-2Ja+^\=2Q. + '^)a+^^c+ -^ 

N;, = > (2a + c) + 2¡jic = 2>a + (a + 2u)c, 

7^1=0, 

7^2=0, 

T. = 0. 

A estos valores hay que agregar la presión exterior por 
unidad de superficie P^ 

Como en el paralelepípedo de la figura 47, las T son todas 
iguales á cero, y \as N y P son perpendiculares á las caras, 
bastará, puesto que además las caras tienen la misma super- 
ficie, que las fuerzas sobre las caras a b c d,y a' b' c d\ 
por unidad de superfície sean iguales, es decir, 

N,^-^ P,, 



6 poniendo por N^ su valor. 



2(/ + i.)fl + >.c-^=-/>,, 

r-, 



(a) 
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ectiación á que puede satisfacerse, puesto que entran las 
constantes a,b, c. 

Las presiones sobre las caras aa' dd' y bb' c'c son las 
dos iguales y contrarias, y su valur es N^: esta ecuación se 
satísface por sí misma. Puesto que N^ es constante, equiva- 
le esta condición de equilibrio á 



Por úttimo, otro tanto podemos decir de las caras abb'a', 

dcc'd', sobre las cuales actúan por unídad de superficie I; 

misma fuerza N^ que es constante, toda vez que no contiene 

ninguna de las variables x,y,z. Dicha condjción queda satis- 

' fecha evídentemente: 

H 2Aa + (i h2,.)c=2ia-fO 

EI equilibrio del paralelepípedo resulta, pues, establecido, 
y, por to tanto, el de toda la superfície exterior, sólo con l 
ecuación (a): las demás condiciones se satisfacen por si 
mismas. 

Todo esto podemos repetirlo para un punto cualquiera det 
cilindro interior, pues bastará considerar la generatriz con- 
I^nida en el plano de las xz, construyendo para un punto 
cualquiera de dictia generatriz un paralelepípedo inftnita- 
mente pequeño. análogo al de ta figura 47. 

Y tendremos, que para et equilibrio de esta superficie ci- 
líndrica interior, es suficiente satisfacer á esta condición únici: 




2(K + -^)a+Kc 



2ub 



= - P„. 



(6) 



Por úttimo, establezcamos el equitibrio de tas bases. Con- 
sideremos un punto cualquiera, B (fig. 48). y construyamos 




el paralelepípedo infínitamenle pequeño conlenido en el in- 
terior del cuerpo, cuya cara superíor abcd cojncida con la 
cara superíor de la base cilindrica, que abarque al punto B, 
y cuyas aristas sean paralelas á los ejes coordenados. 

Para el equilibrio de este paralelepipedo bastará repelir 
lo que ya hemos diclio. 

Con las T no hay que contar, porque se reduccn á cero: 
la 7", y !a 7"., porquc lo son en general; la T. , porque loda- 




via consideramos que cl punto B está en el plano de las xz 
y para este plano y =0. 

Nos quedan sólo los valores de las N. 

Estos vaJores ios hemos dcterminado antes para el punto A 
(fig. 47) del plano xz. Para el punlo B (fig. 48) del tnismo 
plano resiiltarán las misinas expresiones. súlo que en vez de 
tener r el valorr,, tendrá un valor cualquiera, oB = r; por- 
que ya el punto que consideramos no disla del eje /i , sino r. 

Por lo demás , los csntrus de las dos caras abb'a' y ácc'd 
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(fig. 48), distarán lo mismo del eje Oz, es decir, el radio r. 
Tendremos, pues, 

2|x6 



Ni = 2(X4- |jL)a + Xc — 



A^2-2(/ + iJi)a + )c + 



r- 



r- 
A^3---2>a + (Á4-2ix)c. 

Sobre la cara superior é inferior actuarán N^y F por uni- 
dad de superficie, y como las caras tienen la misma superfi- 
cie, la condición de equilibrio será 

N., = F, 
6 bien 

2>a + (A + 2i*)c-/=-, (c) • 

N, = Nu 

N, = N.. 

La primera quedará §atisfecha determinando conveniente- 
mente las constantes a, b, c. 

La tercera queda satisfecha por ser una identidad, puesto 
que, aunque contienen sus términos la variable r, su forma 

es la misma, á saber: 2 (^ + u) a + Xc H — ■ — y r tiene el 

r- 

mismo valor. En cuanto á las fuerzas que actúan sobre las 

caras add'a' y bcc'b', aunque I9 forma es la misma, á 

saber: 2 (x + u) + >c - — — , la r es distinta, toda vez que 

r- 

las caras están á desigual distancia del eje, y ambas pre- 

siones no se equilibran de una manera riguros^ 

Pero de las cuatro caras que hemos considerado, en rigor 

no había necesidad de preocuparse, porque se refieren al 

equilibrio del paralelepípedo en el interior del sólido y son 

25 



- 386 - 

ecuaciones de equilíbrio del grupo (1) que ya tiemos estu- 
diado y que sabemos que quedan reducidas á identidades 
por los valores «, v, w que hemos supuesto. 

Por lo demás, la comprobación es bien fácil cotno se ve 
en la figura 48 bis, que representa un corte de la capa cilin- 
drica, infinitamente próximo á la base superior, y en que, 
para mayor exaclitud, hemos considerado un sector de án- 




Flgurti 48 bls. 

gulo infinitamente pequeño, i, y en vez de un paraleleplpe- 
do. un prisma proyectado en abcd. 

Calculando las presiones sobre las cuatro caras, se deter- 
minan inmediatamente las condiciones de equilibrio: ejerci- 
cio elemental en qne no necesitamos insistir. 

Del mísmo modo se comprueba el equilibrio del sector en- 
XeToABCD. 



En resumen , las tres ecuaciones de condición que quedaii, 
se refieren al equilibrio de un punto de la superficie cilindri- 
ca exterior, al de otro punto cualquiera de la superficie ci- 
lindrica interior y al de uno de cualquiera de las dos bases. 
toda vez que ambas se encuentran en el misrao caso. 

Estas ecuaciones de condición son (a)(¿) (c); 



,2(,i + ,.)<7 + ic- 



2?6 



2(l + ,)o + ic ^ = -/>., 

2)o + (H-2|.)c-F. 



— 3S7 — 

Soii, pues, tres ecuacioiies de condición, pero hay trcs 
constantes arbitrarias, a, b, c. para satisfacerlas. 

El problema queda reducido á despejar a, b, c. entre estas 
tres ecuaciones, y á substituir sus valores en s y u, v, w. 

Tendemos. pues. 



= cz. 



X + 2ft /^o Po — /--', P, 1 

2fi(31-i-2p) í-»i — í^o 2.^(3i+2f.) 

2:'- . r-i -r*« 



."(3i + 2f.) 



f.(3"'.-h2..) 



r'^,P„ — r--,P^ 



No insistimos en estos cálculos, tiuc son elementales. 

Por lo demás, es claro: 

1. " Que todas las fuerzas exteriores se tiacen equilibrío. 

2." Que los valores N y T, para todos los puntos del in- 
lerior de la capa cih'ndrica, están determinados por las fór- 
mulas que hemos obtenido anteriormente. 

EjEMPLO SEXTO. Moviniientos interíores de un sistema 
elástico. 

Hasta aqui, todos los ejemplos que hemos presentado se 
han referido al equilibrio de sistemas elásticos, generalmente 
ümitados por superficies. 

Para terminar este curso, vamos á presentar un ejempto, 
de lo que pudiéramos llamar, el movimiento elástico de un 
sistema indefinido, es decir, que ocupe todo el espacio. 

En rigor, es el problema elemental de la luz. 

El cuerpo elástico supondremos que es el éter, y admítí- 
remos, siguiendo el método de Cauchy, que está compuesto 



de pequeñas masas sujetas á atracciones y repulsiones reci- 
procas y que, además, constituyen un conjunto isótropo. 

No actuarán fuerzas exteriores. y el sistema, como hemos 
dicho, no estará limitado por ninguna superficie, sino que se 
extenderá hasla el infinito. 

Más aún; ni fíjarenios las desplazamientos iniciales. ni las 
velocidades iniciales tampocn de los diferentes puntos. 

De modo quc el ejemplo será el más sencilio entre todos 
los que pudiéramos escuger. 

Las ecuaciones, en esle caso, no son más que tres, de 
coeficientes constantes, por ser el sistema isótropo y sin tér- 
minos independientes de las derivadas , por no actuar fuerzas 
exteriores. 

Las tres ecuaciones del problema son, por lo tanto: 

dx 



dt' 



ay ui- 

,. , , d'j , . d-w 

dz dt- 



En que recordaremos que ;. representa la densidad. 

Necesitamos buscar los valores, ó mejor dicho, lasexpre- 
siones de //, v, w en función de x, y, z, t, que satisfagan á las 
ires ecuaciones anteriores, convirtiéndolas en tres idenli- 
dades. 

Se sabe que las tres ecuaciones diferenciales lineales de 
segundo orden que hemos establecido tienen infinitas solu- 
ciones, es decir, infinitas intcgrales: nosotros vamos á tomar 
ciertas integrales particularcs. las qire eu la teoria de la liiz 
corresponden á lo que se llama movimientos simples. (.'i mo- 
vimientos por ondas planas. 

En rigor, para el caso de un sistema lineal de punlos ma- 



teríales, ya hemos resuelto este probleiiia eii el curso an- 

i 

^B Buscar integrales particulares para el sistema (¿), es bien 

^icil. 

Los coeficientes son constanles; cada t^rraino no tiene más 
que una derivada de segundo orden con relación á x,y, z. 
ó í, y no hay ningún término de otra clase; tuego si nosotros 
escogemos para u, v, w, un coseno, en la seguiida diferencia- 
ción se reproducirá, salvo el signo; y si ponemos dentro del 
coseno una función lineal de las variables indcpendientes, en 
cada diferenciación desaparecerán éstas y,no quedará más 
que sus coeficienfes, que pueden ser constantes arbitrarias. 
Y, en fin, como el coseno es factor comiin para todos ios 
términos, en las tres ecuaciones podremos suprimirlo, y no 
quedarán más que tres relaciones entrc las cantidades cono- 
cidas >., ;-t, p y las constantes arbitrarias que hemos introdu- 
ducido; así, detcrminando estas constantes de modo que sa- 
tisfagan á las ecuaciones en que entran, y que son el resul- 
tado de sustiluir u, v, w en el sistema (¿), este sistema que- 
dará satisfeclio. Por lo tanto, los valores ií.i'.h', serán 
integrales particulares de dicho sistema. 

Todo esto, con un poco de práctica, se prevé aun antes 
de hacer los cálculos; es una intuici6n inmediata de los re- 
sultados, y no debe causar extraiieza á tos principiantes que 
desde luego se cstablezcan como integrales particulares las 
tres siguientes, para las que tomamos las mísmas notaciones 
de Mr. Sarrau, que son naturales y sencillas. 
Estableceremos , pues, 



p C05 {ax ~ 6y ->- cz — s/ + 5) 1 

q coi(ax -\--by c? — 5/+«-) .■ (¿'). 

•rco&{ax-\-by-\-cs — st-'r'i¡) J 
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Son, como deciamos antes, un coseno para las tres expre- 
siones u, v, w, y dentro del coseno una fiinciún lineal de 
X, y, z. t. 

Ciaro es que en estos tres valores de u, v, w, son constan- 
tes arbitrarias, que determinaremos como más nos conven- 
ga, las cantidades p, g, r: a, b. c: s, ?. 

Comprobemos ahora materiaímente lo que antes expresa- 
mos en términos generales, y veamos que, en efecto, estas 
expresiones de u, v. w satisfacen á las tres ecuaciones funda- 
mentales. 

Diferenciando una vez con relaciJn á x.y. z. tendremos 



rfu 



= — p(ísen(fl.v + by -\-cz — s/ + ■;) 



= — qí) sen íax -t- by + cz — st -(- ■:.) 

dy 



dw 



dz 
y, por lo tanto, 



= — rc sen {oj: 4- &>• — cz— sf-}-'f). 



du dv dw 
dx dy dz 



= - {ap -f- 69 + cf)sen(ax+ by-rcz — sí+ o). 



Diferenciando dos veces con relación á x,y,z el valor 
de u, obtendremos las derivadas que entran en io,- 



dx' 
d'u 
dy^ 
d'u 
dz^ 



= — pa- cüs (ax -)- by -r cz —^ st -) v). 
= - pb- cos {ax + &>> + cz — s f + c), 
= — pc- cos(ox + by -\- cz — s/ + f). 



-/1(0- + 6* + c^)cos(ííX -\- by — cz — st-}- -.); 
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y diferenciando el valor de 0, con relación á x, 



dx 



= - (ap ;- 6? + cr) a cos (ax -j-by + cz — st -r v)- 



Por último, diferen:iando dDS veces u con relación á /, 
tendremos: 

= — /7s-cos(ax \ by + cz —st-i-'ry 



dP 



Substituyendo — , Aí/ y en la primera ecuación 

dx dt' 

(¿), resultará: 

— (a -|- u)(flp-}-ftg-f cr).fl.cos(ax ,- by + cz—st |-?) — 

- í*/;(a^+6-+c-)cos(flx-f&)' rcz— s/+y) = 

= — ps^? cos(ax -\- by -\- cz - st + ?>), 

y dividiendo por el coseno, cambiando signos y poniendo 
todos los términos en el primer miembro: 

(Á + u)(ap -{-bq-\-cr)a t- i^p{a' + b' + c') - ps'? - 0, 

ó bien 

(> r i^){ap + bq-\-cr)a-{-p[^{a'-}-b' + c')-ps^] = 0. 

Del mismo modo y por sustituciones análogas efectuadas 
en las otras dos ecuaciones fundamentales, quedarán redu- 
cidas las tres ecuaciones (¿) á las siguientes, que formarán 
el grupo, 

(> + u)fl(a/7+6g + cr)+pKa2 + &-' , cO-ps^J=0, 

(, + u)biap-\-bq+cr)-\-q[^(a^-i-b^ i- c^) - ps-'] -= 0, (¿") 

(H-u)c(flp+6g+cr)+rKa-' + 6'i-t cO-ps-^J = 0. 
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De suerte que el sistema (L') satisfará al sistema funda- 
mental (¿), si este i'iUimo grupo (¿") se reduce á tres iden- 
tidades. 

Mas para ello, basta determinar las constantes arbítra- 
rias fl, b, c, p, q, r, s, A, de modo que satisfagan á las ex- 
presadas ecuaciones {¿"), y esto, eii general, será posible, 

De aqui resulta que cl sistema de valores u, v. w deter- 
minado por las ecuaciones {L') constiluirá un sistema de 
integrales particulares, ó varios sistemas, según los valores 
que demos á las constantes arbilrahas. 

Pero no corresponderán ni á desplazamientos ni á veloci- 
dades iniciabs fijadas de antemano, sino á los desplazamien- 
tos y á las velocidades que se obtengan en et sistema {L') 
liaciendo / ^ 0. 

Es decir, que fijados lus valores de las constanles arbi- 
Irarias, los desplazaniieiitos iniciales serán, llamándolos 

"Oi ''u. "'"- 

í/o=pcos(ax-r bq -\- cz-\-'^), 
Vf, — q cos {ax -\-bq -^ cz -r >), 
M'|i = r cos(flx -\-bq -\-cz ■{- t)¡ 



y las velocidades iniciales: 

í-^l =ps?,Én{ax^by -cz^=;\ 
\ ^\ =9ssen(ox + fty-; C7 + -:), 
( — 1 = fssen((ij:-l-6>' -\-cz-\- ';). 



Estiis serán, y no pueden ser otros, dada la soluci6n u, u. w 
que marca el sistema (L'). 

En rigor, el problema ya está resuelto; pero como el ejem- 
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plo tiene mucho interés, porque en cierto modo es la teoría 
elemental de la luz, debemos insistir en él, marcando una 
serie de propiedades importantes de la solución que hemos 
escogido; y que, volvemos á repetirlo, no es única, sino la 
más elemental y la más sencilla del problema de las vibra- 
ciones luminosas. 
Indiquemos algunas de estas propiedades. 



* * 



1 .^ Supongamos determinadas las constantes arbitrarias 
y satisfechas las ecuaciones de condición (L"). 
De las ecuaciones L' se deduce 



u 



w 



De donde se deduce también, que todos los desplazamien- 
tos son paralelos y que sus componentes serán distintas, pero 
que son proporcionales á las constantes p, q, r. 




Plgura 40. 






m; 



Esto lo hemos representado en la figura 49. 

En el punto Af, el desplazamiento es M M\ y sus compo- 



nentes son u, i', iv; y toniando p, q, rá partir del punto M, 
los puntos M, M' y r estarán en línea recta. 

Para otro punto cualquiera Aíi del éter, e! desplazamiento 
será Aí| Aí,' paralelo á M M'. 

En suma, para todos los puntos del éter los desplazamien- 
tos son paralelos y las tres componentes de cada uno son 
proporcionales á las constantes/i, q, r, eti cualquier inslante. 

2.' Estudienios la vibración de cada uuo de estos pun- 
los; por ejemplo el movimiento vibratorio de la extremidad 
de la componente u para un punto cualquiera. 

La ecuación de este tnovimiento será 

u=pcos(ííj: -\- by + cz — st -\- c), 

y puesto que se trata de un punto determinado, x, y, z serán 
conocidas y constantes. Representando la suma de los tér- 
minos conslantes contenidos en el coseno por'},, es decir, 
haciendo 

ax + by + cz + ^ = Cj, 



= pcos{-;. 



sí); 



ecuación que determinará el movimienlo vibratorio del puti- 
to M (fig. 50); movimienlo que ya estudiamos en las confe- 
rencias del curso anterior. 

El mayor valor de u será p, y el menor valor, —p. 

Si desdc el punto M, con un radio MA = p. trazamos una 
circunferencia ,4B,4'fí', claro es que M oscilará en la rec- 
\a AA' y al llegar á cada uno de sus extremos retrocederá. 

Demostramos en el curso precedente, y se ve, desde lue- 
go, que el movimiento del punto M en la recta AA' es el 
movimiento de la proyección sobre esta recta de un punto 
que girase en !a circunferencia ABA'B' con un movimiento 
uniforme cuya velocidad de rotación fuese s. 
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En el ínstante t= el punto M estará en AÍq, proyección del 
punto «i; y suponiendo s positiva, girará, en el sentido que 
marcan las flechas de la figura, el punto que se mueve sobre 
ia circunferencia expresada. 

Es lo que llamábamos en el curso anterior movimiento 
pcndular. 

Esto mismo podríamos repetir para las otras dos compo- 




nentes v y w, y por lo tanto, para' el movimiento del punto 
sobre la recta de su desplazamiento MM' (flg. 49). 

Sólo que la amplitud del desplazamiento paralelo al eje de 
las y sería 9, y la del desplazamiento u^ sería r. 

Sobre la recta del desplazamiento, el movimiento sería de 
la misma clase^ porque elevando al cuadrado y sumando las 
ecuaciones (L') resulta, extrayendo después la raíz cuadrada, 

Vu* + v» + iv^ = \/p^ + q'^ + r^ cos (?i — st); 



pero la amplitud tendria el valor V /7 * + q^ -f- ^*- 

En suma, todos los puntos del sistema vibran del mismo 
modo á lo largo de rectas paralelas y con vibraciones de la 
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misma amplitud, V/j- t- g- - r': y todos estos movimien- 
tos vibratorios son movimientos pendulares simples. 

3."' Veamos ahora c6mo se ordenan todos estos movi- 
mientos vibratorios, ó cómo podemos considerarlos orde- 
nados. 

Tracemos por el origen de coordenados iin plano PQ 




(fig. 51), cuyas coordenadas designaremos por X, K.Z y 
cuyos coeficientes sean tJ,íf,c. 
La ecuación de drcho plano será. 

aX + by+cZ^O. 

Si desde un punto cualquiera, N, del sistema, bajamos 
(fig. 51 ) una perpendicular NM á dicho plano, representan- 
do por x,y,z las tres coordenadas OS, SR, RN, y proyec- 
tamos sobre la normal NM el poligono OMNRSO, claro 
es que la proyección de este contorno será precisamente la 
normai NM que representaremos por ?. 

Esto es evidente. porque los dos extremos del polfgono 
están en dos puntos A'^AÍ de la normal, y además OM está 
en el plano PQ y se proyecta sobre MN tn el punto M. 
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Designando, para abreviar, por N su dirección, tendremos 
p = jc cos {N, x) + y cos {N, y) + z cos {N, z). 

Pero se sabe, por Geometría analítica, que siendo N nor- 
mal al plano PQ, se tiene 

cos {N, x) = 



Ma^ -tb^' + c^-' 



cos {N, y) = 



cos {N, z) = 



\/a^ + b'^ -r C' ' 



\'a' -+ ft-' + c2 
y, por lo tanto. 



a . ^ . 

P = X ^ + y — 4-z 



V/a^^+ft2+c'i \/ fls-j- 624- c^ \/a^^b^+c' 



ó haciendo, para abrevia/. 



h = \/ a' 4-6- + c^ 
resulta 

As ^ flx + fty + cz. 

De modo que este trinomio lineal ax - by -{- cz conteni- 
do en el coseno, se expresa por una sola variable, 0, que es 
la distancia del punto N al plano PQ. 

Si x,y,z varían de cualquier modo pero permaneciendo 
constante p, determinarán los puntos de un plano P'Q', que 
pasará por N y que será paralelo al PQ. Eí valor de p bas- 
ta para determinar dicho plano y todos los puntos que en él 
están contenidos. 

Substituyendo dicho trinomio ax -rby -\-cz en los valores 



: ^v. . 



de u.v.w, que es coino substituir á las tres variables x.y.z 
una sola variable s, tendremos: 

i/=pcos(Aft -sf-(-c), 

V = 9C0S(/ip - s/-!- c), 
IV = rcosí/i: - s/ + =). 

Estas ecuaciones nos dicen que en cualquier moinento, es 
decir, para cualquier vaior de /, con lal quc p tenga un valor 
constante, también las componentes de la deformación para 
cualquier puuto del plano que este valor de ? determina, se- 
rán las mismas, y, por consiguiente, el desplazamiento será 
también el mismo. 

Más claro: si para un valor de / y para un valor de p, ñ 
sea para un plano P' Q' el desplazamiento del punto A es Aa. 
el desplazamienlo para otro punto B, del mismo plano, será 
Bf}, igual y paralelo á Aa. 

En suma, todos los puntos del plano P'Q' cambian de 
posición del mismo modo. 

Y lo mismo pudiéramos decir de otro plano cualquiera 
P"Q" paralelo al PQ: los desplazamientos de todos sus 
puntos en un momento dado será iguales y paralelos; aun- 
que, en general, no serán iguaíes en ese instante á los de 
otro plano P'Q': no tendrán el mismo valor, pero sí serán 
paralelos como antes demostramos, 

Y la máxima excursión para todos los puntos de todos los 
planos liemos demoslrado también que es la misma 

Lo que hay es, que en cada momento, sólo en un mismo 
ptano ó en varios equidistantes, son íguales los desplaza- 
mientos como explicaremos bien pronto. 

Por todo esfo, que acabamos de explicar, se dice que en 
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este caso el movimiento debe considerarse como un müvi- 
miento simple 6 por planos paralelos. 

4." Conviene explicar ahora Ires conceptos, de que ya ha- 
blamos en el curso anteriur. al tratar este mismo problema 
para el sistema conslituido por una serie lineal de puntos. 

Y eslos conceplos son los siguientes: I/', longitud dc la 
ondalación; 2.", duración de ias vibraciones, y 3.", velocidad 
de la propagación. 

Si aplicamos los valores de u , v, w á los puntos de un pla- 
no cualquiera , caraclerizado por uii valor particular de - . en 
un momenlu delerminado /. las componentes de los despla- 
zamienlos serán, como hemos visto: 

u = pcos(/ip — Sí + -). 
V = 9C0S(/lf. St ;■ f), 

ii' = /■cos(Ap — s/ + c), 

que admilimos que se refieren al plano PQ (fig. 52). 

Supongamos que se determinan los desplazamientos de 
otro plano P' Q' que diste del primero una longilud /. 

Los valores de tt.v.w en general serán distintos, y se de- 
terminarán poniendo en vez de s la distancia p + /, que es 
la del plano P' Q' al plano fundamental P.,Qa que pasa por 
el ortgen; y tendremos 

y, =pcOS(ll(? r /) — S/-f- a) = pC05(/lp+A/— S/-f- íi), 
r, =9cos(A(p + l) — st -\- f)=q cos{h? + hl-— sí-f t). 
w, = r cos (fl {? -\- I) ~ st 'r a) --= rcos(/lp-L/t/ — s/ -)-■-;). 

Pero si / es tal que se tiene 

hl=2T., 



en este caso, las expresiones anteriores se reducen á las si- 



guientes, porque aumentar 2- al arco es dejar las líneas iri- 
gonométricaa invaríables: 

Ui— pc08{Ap — s/-i- .% 
v, = íco«(A? — s/-t-t.). 
nr^ M rcos(Ap — sf -}- f). 

¡^uVitVi aoD, pues, iguales á a,v,w, y podemos 4^' ^ 
flriéndonos á la (fig. 52), qae dos planos qm tUsten entre sl 
ana longitml 1 detaminfida por la nlúción 

A/ = 2«, dedonde í— -A' 

se enaimiran en eí mismo estado elástico; es decir, las defor- 
maciones son las mismas en ese Instante. 




Las deformaciones A a, Bb, Cc... son iguales y paralelas 
entre sf, como ya habíamos demostrado, y además, íguaies y 

paralelas á todas las deformaciones A'a', B'b', C'c' del 

planoP'Q'. 

Es como si el plano PQ, con todos sus puntos y todas ias 



defurmaciones de sus puntos st hubiera trasladado á P'Q' 
por una traslaciún / = — ^. 

Claro es que á la misma consecuencia hubiéiamos ilegado 
igualando hl á un múltiplo cualquiera de 2v. 

Pero la menor distancia, que goza de esta propiedad de 
reproducir los desplazamientos de un plano, es la primera 

2- 
que determinamos, — ; porque no hay menor múttiplo de 

h 
2t. que el mismo. 

También se reproducen estas consecuencias dando á 2-r. 
valores negativos. 

A esta longitud / -- — ^ es á lo que se llama longitiid de 
h 
la ondulación. 

Es lo mismo que en el mar ó en un estanque: ia distancia 
entre las crestas de dos olas iguales y consecufivas, ó entre 
sus punfos más bajos ó entre dos puntos liomólogos, pudié- 
ramos decir que es la longitud del periodo ondulatorio. 

Porque en rtgor, el movimiento que estamos estudiando es 
como un oleaje del éter, súlo que no es un oleaje superficlal, 
sino, para expresarnos de este modo, un oleaje de Ires dimen- 
siones y que procede por planos paralelos. 

Pasemos al segundo concepto, ó sea al de la duración de 
las vibraciones. 

Si en las fórmulas que dan u, v, w, fijamos el valor de f, ó 
sea la posición del plano que vamos á consíderar, y en ese 
plano tomamos un punlo cualquiera y determinamos su des- 
plazamiento para un instante í, las fórmulas de las compo- 
nentes de este desplazamiento, serán como siempre: 




a ^/?cos(/íp — st+ ■i), 
V = Q cos(/ip — st 4- u). 



w = rcos(/jp — st -\- t). 
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Pero si le damos un incremento al tiempo, incremento que 
designaremos por ', variarán estas componentes, y ten- 
dremos: 

Ui=p cos(Ao — s(/ + t)-|- ^) = p cos{h p — st — s-z + ^) 
Vi = ^cos(A? — s(/ t-T) + 9) = qcos{hp — st — s': + 9) 
iVj =rcos(Ap — s(/ + t) + 'c.) = rcos(Ao — s/ — st + í^), 

valores distintos de los anteriores en general, porque el des- 
plazamiento varía con el tiempo para todos los puntos de 
cada plano, aunque del mismo modo para todos ellos. 

Ahora bien, si el incremento del tiempo, t, está determina- 
do de modo qne se tenga st = 2-, es decir, 

^_ 2- 

T — , 

s 

las fórmulas se reducen, suprimiendo 2-, á 

¿/1 =pcos{h:^ — st4-o), 
i'i =q cos{h/ - st -\- y), 
u», =rcos(//p — s/ + v), 



de modo que 



w, r... //; Vj = v; iVi -= w; 



y el punto vuelve á tener los mismos desplazamientos. O 
dicho de otra manera: termina su vibración volviendo á la 
posición de partida. Es como s¡ en la figura 50, partiendo de 
Aío, hubiera llegado á A, hubiera retrocedido hasta A\ y, al 
fin, hubiera vuelto á Mq. 
A este valor del tiempo 

-_ 2- 
s 
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es á lo que se llama duración de la vibración, y como 2Tt es 
consiante y s es constanle también, !a duración de !a vibra- 
ción será la misma para todos los puntos. Podemos decir 
que todos darán la misma nota; y tratándose del éter, en vez 
de decir que daii la misma nota, podemos afirmar que en- 
gendran ei mismo cotor; pues los colores, como veremos en 
otro curso, dependen de la duraciím de estas vibraciones, ó 
si se quiere expresar la misma idea de otro modo, dependen 
del número de vibraciones en un segundo. 

Pasemos al tercer concepto, e¡ de la velocidad de propa- 
gación. 

Si en la figura 52 la distancia entre tos dos planos PQ, 
PQts 

h 

y suponemos que en el plano í'Q todos los puntos A, B, C... 
están en una posición determinada , por ejemplo en el mismo 
plano, de modo que ios despiazamienfos son nulos, en el 
plano P' Q', según anles se dijo, sucederá lo mismo: los 
puntos A,'B',C' estarán también en el plano P' Q'. 

Pero e! tiempo transcurre, los puntos A. B. C... salen de 
su plano, así como también los A'.B'.C' 

Aparentemcnte es como si la figura geométrica, que re- 
presenta el plano PQ y lus desplazamientos de sus puntos, 
caminaran hacia el plano P' Q' (suponemos, para fijar las 
ideas, que este es el sentido del movimiento aparente). 

Pues bien, al cabo del tiempo, 



los puntos A , B. C... habrán vuelto á su piano, y en el mis- 

mo instante habrán vuelto al suyo los A', B'. C' 

En la apariencia, es como si el plano PQ hubiera tardado 



L. 



la velocidad de este movimiento aparente es el espacio / di- 
/ h 



vidido por el liempo t, á saber: - 



, y lla- 



mando esta vetocidado, resultará: 

velocidad de propagación = 



Pero no lo olvidetnos; se trata de una velocidad aparente 
expresa la velocidad con que marcha la forma, pero no la 
materia; cada punto se separa muy poco de su posición. 

Estos tres conceptos representan un papel importantisimo 
en la teoria matemática de la luz; pero como aquí sólo se 
trata de dar un ejemplo de la clasticidad, debemos conten- 
tarnos con lo dictio. 

5." Substituyendo los valores de u, v, w en las tres ecua- 
ciones fundamentales, hemos obtenido esfas otras tres ecua- 
ciones; 

(A -h .)íi(£ip + ft9 + cr) + iufi^ - ps')p = 0. 
(1 + f ) 6 (0;» -f &ff 4- cr) + (,« ft' - ps^) ? = 0, 
(> + -)c(ap+&ff + cr) + (,/i'-ps»)r^=0. 

en que /i- ^ a- + b* + c'. Advirtamos para evitar confiisio- 
nes, que por otra parte son imposibles, que esta p no es la 
que empleábamos hace un momento: esta p es la densidad. 
Dichas ecuaciones deben reducirse á identidades, para 
que los valores supuestos de u,vy w sean integrales de las 
ecuaciones diferenciales propuestas. Y para ello, basta que 
las constantes arbitrarias a,b,c,p,q,r,s,o satisfagan á las 
Ires ecuaciones anteriores. 



— 405 - 

Combinando estas ecuaciones de cíerto modo, resuita una 
relación importante, que nos permitirá clasificar en dos gru- 
pos todos los movimientos vibratorios por ondas planas del 
sistema elástico. 

En efecto, multiplicando la primera ecuación por a, la se- 
gunda por b, la tercera por c, y sumando, tendremos 

(a + .u) (ap + bq + cr) (a' + ft^ + c^) -f- 

+ (p/i^ - ps^-) (ap + 6(7 + cr) = 0, 
ó bien 

(ap + bq + cr)i(y + u)h' + a/i^ _ os^) = 0, 

que se reduce á 

(ap + bq-{- cr)i(^ + 2i^)h'' - os^ = 0. 

Como las constantes han de satisfacer á las tres ecuacio- 
nes referidas, también habrán de satisfacer á esta última; lue- 
go uno de los dos factores debe ser igual á cero, y tendre- 
mos que considerar uno de estos dos casos : 

1.° Que se tenga 

(■A. + 2ii)^» — ps» = 0; 
2." Obien, 

ap r bq -i cr = 0. 

Veamos lo que resulta para cada uno de ellos: 
1." De 

(X + 2 1*) A* — p s» = 
se deduce 



« 
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-V^ 



5 

Pero hemos demostrado que — es la velocidad de propa- 

gación; es decir, la velocidad aparente con que camina la 

onda plana, que es siempre paralela al plano PQ (fig. 51). 

Siendo w esta velocidad, tenemos, pues, en este caso, 



=V 



2,- 

0) 



Pero de la relación 

(i + 2(*) A« - ?$■" = 0, 
se deduce 

y substituyendo el valor del primer miembro en las tres ecua- 
ciones de condición, toman éstas la siguiente forma: 

(a + i>)a{ap + bq + cr) — {' -j- ^)h^.p - 0, 
(> + u)b(ap + bq + cr) - (> + ,-) h' . q - 0, 
(>. + ^)c{ap + bq + cr)-C^ + .)/i2 . r = 0; 



ó también 



() + .^) {ap + bq + cr)a = (> + i>.)h'.p, 
("' + -) {ap + bq + cr)b = Q + ^) /i-' . q, 
(' + .«) {(¡P + bq + cr)c = (> + «) h'- . r. 



De donde 
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r 



luego a, by c son proporcionales á p, q, r. 

Las prímeras, se sabe por Geometría analítica, que son 
proporcionales á los cosenos de losángulos que la normal 
al plano P Q f orma con los ejes coordenados. 

Las segundas, p, q, r, son las componentes del desplaza- 
miento en cualquier instante, puesto que hemos visto que 



u 
T 



V 

1 



r 



De aquí se deduce que este desplazamiento^ 6, si se quie- 
re, la vibración, es constantemente normal al plano PQ, 




- y> 



Plgura 53. 

Hemos representado esto en la figura 53. 

P'Q' es un plano cualquiera de vibraciones, y Aa,Bb, 

Cc son estas vibraciones, normales todas á dicho pla- 

noP'Q'. 

La dirección, pues, de las vibraciones en este primer caso 
está perfectamente determinada desde el momento que se 
fijen los valores a,b,c. Y como tienen una dirección deter- 



«* --■^•r' 
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ininada y fija, pudiera decirse que son vibraciones polaríza- 
das. pero no les daremos este nombre, que se reserva para 
ofro caso. 

Diremos que en esta primera hipótesis, el movimiento se 
verífica por vibraciones longiíudinales , á saber: vibraciones 
que se efectúan en e! mismo sentido que el movimiento apa- 
rente dei plano fundamental PQ, ú sea en el sentido de la 
propagación. 

Es una cosa análoga á lo que sucede en el sonido, que es 
otro caso de movimiento vibratorio que estudiaremos más 
adelante. 

2." Supongamos que se verífica la segunda hipótesis: 
ap -\- bq -'.- cr = 0. 

Esta ecuaciAn tiene una interpretación inmediata; se sabe 
por Analitica que cxpresa la condición necesaria y suficienle 
para que una recta definida por sus tres componentes p,q.r, 
que son las de la vibración, esté en el plano definido de este 
modo: 

aX^-bY -i-cZ=^0. 

En suma, ia vibración en este caso. y para cada plano vi- 




brante, se verifica en é! mismo, es decir, en el 
onda; esto hemos representado en la fig. 54. 
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P' Q' es un plano cualquiera; y Aa, Bb, Cc son las v¡- 

braciones de los puntos de este plano que se efectúan en él. 

Claro es que, combínando muchos movimientos de esta 
clase én el mismo plano, el punto víbrante podrá trazar una 
curva cualquiera. 

Si todas las vibraciones son paralelas, como hemos mar- 
cado en la figura, un plano perpendicular á todas ellas y al 
plano de la onda, es el que Fresnell llama plano de polari- 
zación, 

Por último, las tres ecuaciones de condiciones, haciendo 
en ellas ap -{-bq - cr = 0,se reducen á una sola: 

de donde 



h V ^ 



Luego la velocidad de propagación en esta clase de mo- 
vimiento será 



(O 



= - = \l-' 
h V ^ 



A esta clase de movimiento que se efectúan en los planos 
de las ondas, se les da el nombre de movimientos transver- 
sales. No olvidemos que o es la densidad. 

Una observación todavía: calculemos la dilatación cúbica 
para un punto cualquiera M; recordando que las componen- 
tes del desplazamiento son, 

u =pcos(hp — st-\-f) = p cos (ax -{-by -f-cz — st + ?), 
V = qcos (hp — s/ + tp) = 9^ cos (ax -\- by -}- cz -- st-i- f), 
w = rcos(h(^ — s/ + ?) = rcos(ax + by -{- cz — st+ ^) 



que sus derivadas con relación á x,y,z serán, 



dv 

ay 

4w 
dz 



= —gb sen(Ap — sí + ?), 
— -rc8en(Ap + 4f + f); 



6 ^^ 1 tf** _L . tf"* 
tfx d)r dz ' 



H = —{ap-^bg + cr) sen(A^ — s/ + ^ ). 

P«o «1 las vjtwadones transversales hemos vistD que 
0p + bg -j- cr =^ 0; lu^ 

= 0. 

Es decir, la dilatación cúbica es nula, y, por lo tanto, en 
este movimiento vibratorio transversal, no hay cambio de 
densidad; el movimiento se propaga sin que la densidad 
varie. 

Dtjérase que los planos oscilan en si mismos como si foe- 
ran de una pieza. 

Pero esto ya lo estudiaremos más detenidamente en otra 
ocasión. 



En resumen: en el movimiento vibratorio de un sístema 
elástico por ondas planas, hay generalmente dos clases de 
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vibracionesposibles: vibraciones tongitudinales, cuya veloci- 
dad hemos visto que es, 



V 



X + 2 



f* . 



y vibraciones transversales, para las que la velocidad de 
propagación tiene el valor 

f* 

P 

Se supone en la teoría clásica de la luz, que el fenómeno 
luminoso está producido por las vibraciones transversales, 
que son las únicas que la retina humana percibe bajo forma 
de luz. 

Se admite, por último, que en los cuerpos no crístalinos, 
el éter puede considerarse como un cuerpo isótropo, y que 
además, en él, se verifica 

X + 2a=0, 

con lo cual, la vibración de los movimientos longitudinales, 
es nula. 

Este último ejemplo puede considerarse como un prímer 
avance de la teoría matemática de la luz, que en otro curso 
estudiaremos con toda la extensión que nos sea posible. 



Conferencl^ déolmaciaarta. 

Señores: 

En la conferencia anterior terminamos el estudio de la 
elasticidad de los cuerpos sólidos en su parte más elemental 



* : - • * . 
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y exclusivamente por el método de Cauchy; y con dichoes- 
tudio dimos por concluída la prímera parte del presente cur- 
so de 1906 á 1907. 

En esta conferencia haremos algunas ligeras consideracto- 
nes sobre el conjunto de dicha teoría y sobre el método que 
en su exposición henios seguido. 

Después de la Introducción á !a Fisica maiemática . que 
constituyú el objeto del curso anterior, pnncipiamos la ma- 
teria propia de esta ciencia por el estudio de !a elasticidad. 

Y no fué un principib arbitrarío: es que, en nuestro con- 
cepto, y sobre todo en la exposición, en cierto modo histó- 
rica, de la Física matemática durante el siglo pasado, la 
teoría de la eiasticidad es pnncipalisima y fundamental. 

Y esto se comprende. 

La Física niatemática, según hemos manifestado muchas 
veces, reduce todos ios problemas á problemas de MecAnÍca, 
y, en rigor, á este problema ünico: dado un sisleraa de pun- 
tos materiaies sometldos á fuerzas internas y recíprocas y á 
fuerzas externas, determinar: 1.", las condiciones de su equi- 
librio; 2.", las de los diversos movimienlos de tal sistema. 

Probiemas ambos que exigen la determinación en cada 
momento, ó cn un momento único, si se trata del equilibrio, 
de la posición de todos los punlos del sistema y. por consi- 
guiente, de las deformaciones de este último con relación al 
estado inicial, sean estas deforniaciones finitas ó infinita- 
mente pequeñas. 

Y planteado el problema de este modo, y dada la hipóte- 
tesis mecánica, no hay problema que no pueda consíderar- 
se, en grande ó en pequeño, como un problema de dasti- 
cidad. 

Los problemas de Astronomia son, si se quiere, proble- 
mas de elasticidad, en que se cuentan los puntos. 

Los problemas de elasticidad de un cuerpo sólido son, en 
cambio, problemas astronómicos, en que los astros son muy 
p;queños y su número es enorme. 
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; Y esto es cxacto, aunque las apariencias de ambos pro- 
^lemas sean bien distíntas. 

En el fondo íntimo de las cosas, ¿qué niás da decir. que 
^n astro describe una elipse planetaria, que decir que un 

tomo del éter describe una elipse muy pequeña, en la luz 
wlarizada elipticamente? 

Pero, aun prescindiendo de que estas generalizaciones po- 

■án considerarse como algo forzadas; prescindiendo de que 
^n los problemas de Física moíecular se someten al cálculo. 
lorreglas y ordenamientos de conjunto, millones y millones 
de puntos materiales, y á veces se resuelven dichos proble- 
mas, cuando en Astronomía sólo e¡ problema de los tres 
cuerpos exige esfuerzos supremos de genío para resolverlo 
de una manera incompleta; prescindiendo, repefimos, de es- 
fas diferencias, que más se refieren al orden de las aproxi- 
maciones y á impolencias de la razv'in tiumana y del cálculo 
en su estado actual, que no á diferencias radicales en el fon- 
do de las cosas; prescindiendo de todo esto, repefimos, y 
viniendo á terreno niás concreto, es evidente que la feorla 
de la elasticidad abarca en si.ó por lo menos se aplica, á 
mucfias ramas de la Fisica matemática. 

Problema de la elasticidad cs la teoría del sonido. ya en 
el aire, ya en los cuerpos vibrantes. 

Teoria dela elasticidad es la de la luz, y io ha sido hasta 
que ha venido á hacerle, en cierto modo, competencia, la 
leorla electromagnética. 

Problema de la elasticidad principió á ser y fué hasta que 
esta ciencia tomó otros rumbos, la Termodinámica, 

Casi me atreveré á decir que es un problema dc elastici- 
dad el problema general de la Química. Y para no prolongar 
inútilmente esta enumeración. diré que problema de la elas- 
ticídad es la teoría electroestática de Maxwell, aunque me 
apresuro á añadir que de una elasticidad especialísima: una 
etasticidad, y anticipo esta idea, en que las masas del siste- 
ma elástico dependen de fn accidn de las fuerzas externas. 
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Una elasticidad , repilo, en que m, m' fueran función de 

X. Y. Z.....; eii que las fuerzas externas creasen por si, y 
valga la palabra, las masas sobre las cuales habian de 
actuar. 

Idea que parecerá extraña á mis oyentes. pero que yo 
creo exacta, y que desarrollaré en moniento oportuno. 

Eslas razuncs, y el carácter elemental de la teoria que he- 
mos expuesto, y la considerairión de que conviene empezar 
loda ciencia por lo más sencillo, me obligaron á einpezar es- 
tos cursos después de una introducción general. destinada á 
marcar el carácter de la Fisica matemática, con el estudio de 
la teoria de la elasticidad, y me obligarán, tal es al menos mi 
propósito, á seguirla estudiando en el curso inmediato. 

He dado en éste un pequeño tratado de la teoría de la 
elasticidad por el método de Cauchy. 

En el año próximo me propongo dar otro por el método 
de Lamé. 

En el siguiente, otro nuevo tratado por el método de Poin- 
caré, que difiere totalmente de los anteriores, y que responde 
á nuevos rumbos de la Fisica matemática. 

Por úllimo, y como ya he anunciado varias veces, dedu- 
ciremos las fórmulas de la elasticidad de la Termodinámica 
terminando esta primera parte de mis tareas universitarías 
cuando pueda y como pueda, si puedo, por la leoría de la 
elaslicidad para las deformaciones finitas. 

Ya tracé cste programa en otra conferencia; pero tie crcido 
oportuno repetirlo para que se vea que, al menos, no lo 
pierdo de vista, y lo tengo en la memoria. 



El carácter del método de Cauchy, que hemos expuesto 
en lo que va de curso, lo hemos definido varías veces diden- 
do que es, en cierto modo, un método de discontinuidad. 
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BExplÍquémoslo una vez más. 

En todos estos problemas de Física matemática, reducidos 
por los sabíos del siglo líltimo á problemas de Mecánica, en- 
tran, como es natural, dos elementos: las masas ponderables 
y las fuerzas que actiian sobre ellas. 

Pues hien: iiay dos puntos de vista que conviene distin- 
guir, y que se marcaron desde los origenes de esta ciencía. 

Verdaderamente son dos hipótesis. que se pueden aplicar 
á un mismo problema, 6 que se aplican de preferencia cada 
una de ellas á problemas distintos. 

Y estas dos hipótesis son: 

1." La hipótesis de la continuidad de la materia. 

2." La hipótesis de la discontinuidad. 

Claro es, apresurémonos á confesarlo, que los problenias 
tienen en sí algo, que los hace propios para ser tratados más 
fácilmente en una ü en otra forma. 

Por ejemplo, el problema de la Astronomía, considerándo- 
lo, como lo hemos considerado al principio de esta conferen- 
cia, violentando acaso un tanto ó un mucho la naturaleza de 
las cosas, cual si fuera un problema de Fisica malemática; 
el problema de la Astronomía, repetimos, se estudia, como 
es natural, y á nadie se le ocurriria, al menos por hoy. estu- 
diarlo de otro modo, por la hipútesis de la discontinuidad, 
porque las masas en este caso están distribuidas de unama- 
nera discontinua, son'masas distinlas y separadas, y como 
separadas y distintas las vemos: el Sol, laTierra, los demás 
planetas, sus salélites y las diferentes estrellas, y hasta las 
mismas nebulosas, son masas generalmente, que noforman 
una continuidad; al menos, esto creemos. 

Podemos numerarias. entran en la teorfa moderna de tos 
conjuntos (ensembles) y más aim de los conjantos numcrables. 

Las masas, en suma, en la Astronomia corresponden á la 
hipótesis de lo discóntinuo y de la discontinuidad sujeta á 
numeracióo. 

En cambio. en muchos problemas de la Física matemáti- 




ca, ha dominado por algún ttempo, en forma más ft menos 
transitoria, la hipótesis de la conlinuidad: por ejemplo.en 
lüs gases y en el flúido eléctrico, en el éter y hasta en el ca- 
lórico, toda vez que estos últímos eran ó se suponia que 
eran flúidos, esdecir, materia continua. 

Después hubo un cambio de ideas, y la hip6tesis mecáni- 
ca ha contribuido poderosamente á este cambio, 

Asi, en la teoría de la elasticidad, según el método de 
Cauchy, el sístema se sup^ne discontinuo y de puntos se- 
parados por distancias enormes con relación á la magnilud 
de dichos puntos, según hemos visto en las conferenctas de 
este curso. 

En rigor, la teoria de la luz, por el mismo método de Cau- 
chy, obedece á idéntico principio. 

En la Termodinámica, según la primitíva tendencia, se 
consideran masas aisladas y vibrantes. 

Y, por liltimo, para no apurar los ejemplos, á la disconti- 
nuidad se acude también en la teoria de los gases, que ex- 
pusimos en el curso anterior como ejemplo. 

En cambio, en la teoria de! movimiento dei calor en el in- 
terior de los cuerpos conductores, en la eleclricidad estática. 
según el método clásico, y sobre todo en la teoria de los tor- 
bellinos, domtna el principio de continutdad. 

Asi y todo, á veces, en una teoria, se mezclan ambos prin- 
ctpios; en ocasiones sólo por exigencias y factlidades del 
cálculo. Pues ya hemos vislo en las conferencias anteriorcs 
que.aun adoptando el principio de la discontinuidad, con 
frecuencia, casi siempre, se substituian la sumas por in- 
tegrales, que se substituir á la discontinuidad la conti- 
nuidad. 

Y, por el contrario, en diversos problemas de electrícidad 
estática, para facílitar el planteamiento de las ecuaciones y 
de algunas fórmulas, se divide la contihuidad de la masa en 
puntos materiales, que en rigor en este caso, deben conside- 
rarse como diferenciales de la masa. 



— 417 — 

I El tipo de la continuidad en esta serie de problemas que 
■hemos enumerado. es la teorta de los torbellinos, como ve- 
remos cn su día. 



k 



Por !o demás, hay una gran fluctuación entre estas dos 
teiidencias, y hasta podriamos decir, que existeii en el puro 
análisis matemálico, como se ve en estos ültimos tiempos, 
por estas dos teorías: 

La de tas fanciones conlinuas y la de los conjunlos (en- 
sembles). 

Pero aun en la Fíaica experimental, observamos esto 
ismo. 

Así como la materia, en la Quimica, había obedecido en 
SUS grandes teorias al principio de la discontinuidad, divi- 
diendo toda substancia quimica en moléculas y en átomos, 
.sí en la electrícidad el principio de la continuidad dominaba. 
Pero en estos últimos tiempos, con la teoria de la electró- 
lisis y de los rayos catódicos, parece que de nuevo preva- 
lece el principio de lo discontinuo, segiin resulta de los nue- 
vos conceptos de iones y electrones, que algunos físicos 
consideran como la última división del antiguo flúido eléctri- 
co, como el átomo de electricidad, pudiéramos decir, hacien- 
do juego con el álomo quimico. 

En rigor, todas estas no son más que evoluciones de las 

lipútesis, que sin cesar se modifican bajo influencias del mé- 

lo experimenlal, y que en rigor constituyen una esp;cie d; 

ibración constante, si se nos permite expr^'sarnos de este 

lodo, entre lo continuo y lo discontinuo. 



En la Ffsica matemática esta oscilación entre las dos hipó- 
L tesis es natural, y obedece á la oposición enlre dos tipos fí- 



sicos bien opuestos. que podemos por lo menos siinbolízar 
de este modo. 

Por una parte los fenómenos de la Astronottiia, que da ma- 
sas limiladas y distantes; y como otro tipo, el movimiento de 
las masas lÍqLíJas, formando sistemas coiitinuos, ó que al 
menos asi se supone para el cálculo, dando orígen, según 
antes indícábamos, á la iiiteresantisima y acaso fecunda teo- 
rla de los torbellinos: y de aqui resultan, como decimos, dos 
tipos de problemas niecánicos, que ambos están dentro del 
problema general de 1a Mecánica, pero cuyas eciiaciones de 
equilibrio y movimiento se plantean de modo bien distinto. 

De todas maneras, en la mayor parle de las cuestiones y 
en todas las hipótesisque seadmitan; ymásaún, no sólo en 
la Fisica matemática, sino en la Fisica experimental, eii la 
mayor parte de los casos, ó en muchos de ellos, se obtiene 
este resultado: que las ecuaciones por medio de las que se 
piantean los problemas son, ó bien ecuaciones diferenciales 
simultáneas, ó bicn ecuaciones diferenciales parcialcs, y esto 
choca á casi todos los principiantes. 

¿Por qué ecuaciones diferenciales? 

¿Qué virtud especial tiene este género de ecuaciones? 

¿Cómo la ciencia toda, al buscar las leyes de la Naturale- 
za, ya por el método experímental, ya por el método teóri- 
co, ha dc dar siempre, por decirlo de este modo, con ecua- 
ciones de esta clase? 

¿Es esto casual? ¿O bien obedece á'algún principio, áal- 
guna razón superior? 

¿Tienen alguna significación en la Naturaleza las ccuacio- 
nes diferenciales y los coeficientes diferenciales tainbién? 

Séannos permitidas algunas consideraciones generales , di- 
rígidas á los principiantes sobre todo, ó, mejor dicho, síilo 
á los principiantes, que para los hombres de ciencia cuanto 
vamos á exponer es tan elemental , que á ellos no podria diri- 
girse en manera alguna. 

No se olvide que todos estos irabajos y eslas conferencias, 



K la enseñanza, y casi á la enseñanza elemental, vin dirigidos. 

No: eslo de obteiier siempre, ó casi sietnpre, eciiaciones 

Rdiferenciales para los problemas de la Fisica malemática, ni 

Fes un capricho de la casualidad . ni obcdece á recónditos mis- 

terios de la Naturaleza. 

Es el resultado de los métodos de cálculo, tales como los 
matemáticos los tian inventado, y de las leyes de variación 
de las magnitudes ffsicas. 

(Expliquémonos con más claridad. 
, Deciamos en el curso anterior, que cada prohlema se repre- 
iíentaba por un conjunfo de variables referentes á magnitudes, 
Jt que dábamos el nombre de parámeiws de la Fisica, y de 
los que dependía principalmeníe el fenómeno en cuestión. 
Resolver el problema era huscar relaciones analíticas entre 
t estos parámetros. de tal suerte que determrnados algunos 
í ellos, por la resoluciiSn de unas cuantas ecuaciones, pu- 
^ieran encontrarse los demás. 

Vulgarmente se dirfa: que es buscar las relaciones numé- 
bcas entre las causas y los efectos. 

Cuando las causas valen ianio, es decir, están expresadas 

(or tal númern, ¿cuánto valdrán los efectos, qué número los 

Kpresará? 

Sólo que las palabras causa y efeclo tienen una significa- 

lón más limitada en el orden natural; y por el contrario en 

!] orden matemático, cuando muchas variables están enlaza- 

las por ecuaciones, cualquier cantidad puede ser, ó variable 

¡ndependiente 6 función, según el sentido en que el proble- 

Et se considere. 

Asi, en el problema tipico de los gases, las variables serán 

res : e! volumen , la presión y la iemperatura : y dos de estas 

res cantidades podían considerarse como variables indepen- 

aites, ó diclio en términos vulgares, como causas. en cier- 

) modo; y en cierto modo, la tercera resultaba como efecto 

De tndas maneras. el problema que se planteaba, era este: 

mscar una relación analitica entre dichas cantidades. 



Verdaderaincnte, si en cl problema de la Física lo quc se 
buscan son cantidades finitas, no se ve en el primer momen- 
to, por qué han de aparecer las diferenciales. ni por qué las 
ecuaciones diferenciales han de dominar luda la Fisica Ma- 
temática. 

Lo qus en 1a Naturaleza enconlramos, volveremosá repe- 
tirlo, no son diferenciales, sino cantidades finitas: verdad es, 
que las diferenciales palpitan en la !ey de variación de di- 
chas cantidades. 

Una temperatura tiene un valor determinado; un valor de- 
terminado tiene una fuerza, y lo mism» un volumen, y lo 
mismo una corriente eléctrica; y un campo magnético, y una 
velocidad, y todos los parámetros inmediatos ó derivados de 
ta Naturaleza. 

¿Por qué no se buscan directamente estas relaciones en- 
re m agnitudes finitas y se cree preferiblc pasar por las ecua- 
ciones diferenciales, que tan dífíciles son de manejar? 

Precisamente para lo contrario, para siraplificarla solución 
de los problcmas. 

En Física experimental, algunas veces aquello es lo que 
se hace; resolver direclamentc el problema; buscar por mé- 
todo inmediato y direcfo relaciones entre valores finitos de 
las variables; pero aun cn la misma Fisica experiniental se 
acude con frecuencia al método indirecto, al de las ecua- 
ciones diferenciales. 

En Fisica matemática seria casi impasible. y decimos casl 
por no extremar las afirniaciones ó las negaciones, acudir á 
otro mítido que al de las ecuaciones que expresaii, no l08 
va!oresformados, sino en camino de formaciún. 

Lo que á nosatros nos interesa por regla general, y aun 
sobre csto fiaremos luego una observación, son las cantida- 
des finitas; p;ro en la Fisica matemática no se puede llegar 
á ellas inmediatamente. 



- 421 — 

Todo estriba en este problema, que realmente es de análisis. 

¿Qué relaciones son más sencillas, las que expresan las 
relaciones entre magnitudes fínitas, ó las que expresan rela- 
ciones entre sus incrementos, suponiendo que sean infínita- 
mente pequeños? 

Concretemos más el problema: ¿qué es más senciHa, una 
ecuación en términos fínitos entre dos variables, ó la ecua- 
ción que expresa la relación entre dx y ¿/y, dado que x é y 
sean las variables en cuestíón? 

Aun en este caso la respuesta es imposible , y demostré- 
moslo por algunos ejemplos. 

En la ecuación 

la derivada es — == a; 

dx 

de modo que la relación entre los incrementos se expresa de 

este modo: 

dy = adx, 

La derivada es más sencilla que \2ifunción, porque ésta es 
de primer grado, y la derivada es una constante; por otra 
parte, la ecuación entre los incremcntos también es de pri- 
mer grado, pero sin término independiente, de suerte que 
algo hemos simplificado la ecuación prímitiva. 

Otro ejemplo: 

y = ax^ ^ bx f c, 
La prímera derívada es 

^^ =2ax + b, 



dx 



y la segunda, 
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de suerte que, no refiriéndonos ahora al enlace analítico de 
los incrementos, sino á sus relaciones, es decir, á las deríva- 
das, hemos simplificado notablemente el problema; porque, 
en vez de una función de segundo grado, tenemos una cons- 
tante 2a; y aun para los incrementos 

d^y == 2adx^ 

aunque contiene uno de ellos elevado al cuadrado, es una 
ecuación más sencilla que la prímitíva. 






Mas esto sucede en los ejemplos sencillisimos que acaba- 
mos de presentar; en otros ejemplos no sucede así. 
Si la función es 

y = senx, 

las derívadas serán : 



dy d-y d'^y d^y 

--^- = cosx; — —= — senx; — -- ^ — cosx; — =^=senjc; 

dx dx- dx' dx* 



de modo que las derivadas tienen el mismo grado de com- 
plicación analítica que la función prímitiva. 

Si en un problema de Física que contuviese dos variables. 
X é y, quisiéramos buscar una relación entre ellas, y esta re- 
lación fuese, ignorándolo nosotros. 

y = sen x, 

tan difícil sería buscar esta función, como determinar cual- 
quiera de sus derívadas, y por integracion llegar á la prími- 
tiva; y esto, en Física experimental, sería inútil y absurdo. 
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De todas maneras, en Física matemática podrfa haber otras 
razones, que nos obiigaran al segundo método, siendo ímpo- 
sible de todo punto el primero. 

Y el problema continúa planfeado del mismo modo que 
antes: ¿qué e's más complicada, la funciún primitiva, ó una 
de las derivadas? 

Hemos visto que, en algunos casos, se simplifica; en otros 
queda lo mismo. 

¿Quién nos dice que no habrá casos en los que las deri- 
vadas tengan mayor grado de complicación que las funcio- 
nes primitivas? Claro que los hay. 

En el caso sencillisímo de una fracción formada por dos 
polimonios en x. las derivadas resultan mucho más compli- 
cadas que la función de donde se parte. 

De suerte que no podemos decir, en general, que las rela- 
ciones analiticas entre incrementos de diversos órdenes de 
una función sean más fáciles de manejar, que las funciones 
mismas. 

Si aquéllas no podemos oblenerlas directamente en la Fí- 
sica matemática, debe suponerse, que no habrá mayorfacili- 
dad para obtener estas últimas. 

Pero es que en toda la Física matemática hay una /lipolesís 
de cálcuh, por la cual se supone, que las leyes de los incre- 
mentos, ó, cn general, de las variaciones de los parametros 
del fenómcno, van simplificándose á medída que se pasa de 
las ecuaciones primitivas á las diferenciales, y que al fin po- 
driamos Jlegar á derivadas constaníes. Y entonces se esta- 
blecen las leyes entre eslos incrementos, y de las leyes entre 
los incrementos, es decir, de las relaciones analíticas entre 
las difercnciales, por integración se sube hasta las ecuacio- 
nes primitivas. 

Digámoslo de una vez: por regla general, en la mayor 
parle de los problemas de la Fisica matemática, se supone 
que para las relacíones entre las varíables, la fórmula de 
Taylor es aplicable; y como csta fórmula es un polinomio 



ordenada por las potencias de los incrementos, si es conver- 
gente, como se admite, las diferenciaciones sucesivas la sim- 
plifican. 

Todo esto es todavía muy vago, ya lo comorendemos; 
pero téngase en cuenta que no es más que una indicación 
general , que precisaremos más adelante. 






Y con esto podemos dar por terminada la primera parte 
de este curso y este prímer tratado de la elasticidad por el 
método de Cauchy, ó mejor dicho, una exposición elemental 
del método expresado. 
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